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1.1 Introduccién
1.1.1 Notacién

En este trabajo estudiaremos un modelo de volatilidad estocastica desarrollado
por Fouque-Papanicolaou-Sircar, el modelo es el siguiente:

dX, = uX.dt+ o, X, dW,
o, =f(Y,) (1.1.2)
dY, =a(m-Y,)dt+SdZ,

En este modelo:

e Xrepresenta el subyacente, X, su cotizacion a la fecha t
e U es el rendimiento instantaneo, se asume constante

e 0, es el valor a la fecha t de la volatilidad de las cotizaciones del

subyacente; mide la intensidad del ruido o,X,dW, al que es sometida la

cotizacion del subyacente.

e W es un movimiento browniano estandar, la volatilidad O es ella misma
un proceso estocastico, funciéon determinista del proceso Y ; la funcién
f se define sobre R y tiene valores estrictamente positivos.

e Y esun proceso de Ornstein-Uhlenbeck, de media M alargo plazo y de
2

varianza a largo plazo 2—
o

e Z es un movimiento browniano estandar eventualmente correlacionado
a W ; asumimos esta correlacién constante y la denominamos 0, con

pel|-11, de forma que d <W,2>t = pdt . Si definimos Z, por la igualdad

2t=th+ 1-p°Z, entonces W 'y Z son dos brownianos
independientes.

Nos colocamos sobre un espacio probabilistico (Q,]—",P) premunido de la

filtracion % =o (W,,Z,,0<s<t).

Por ejemplo, podemos considerar el espacio Q:CO(I&,Rz) de funciones

continuas a valores en R* premunido de su tribu boreliana y de la medida de
Wiener sobre esta tribu. En este caso, necesitamos ver un evento puntual @
como una trayectoria t— (W, (@),Z,(w)). Por otro lado, la filtracién 7
representa la informacién sobre los dos movimientos brownianos W y Z hasta
lafecha t; este es el incremento habitual de la tribu engendrada por los conjuntos
de laforma {w < Q|W,|<R,|Z,|<R, 0<s<t}.



En todo lo que sigue nos colocamos bajo la hipétesis de ausencia de oportunidad
de arbitraje (AOA).

Mas exactamente, suponemos la existencia de una probabilidad (Q,J:) bajo la
cual los precios actualizados de los activos son una martingala local.

1.1.2 Interpretacion

La propuesta de Black & Scholes fue de modelizar la dinamica de las
cotizaciones X, del subyacente por la ecuacion diferencial estocéstica

dX, = uX 0t + o X dW,, X, =X (1.1.2)

Tipicamente el subyacente es una accién o un indice de la bolsa. En este
modelo, O es una constante estrictamente positiva, es entonces una cantidad
independiente del tiempo y de la casualidad, que la llamamos volatilidad.
También consideramos un activo sin riesgo X° cuyo valor a la fecha t es

0 t . -
X, =e". Esto nos hace suponer que la tasa de interés de corto plazo es
constante e igual a r. La ecuacion 1.1.2 tiene consecuencias importantes:

1.- El proceso X es un movimiento browniano geométrico; disponemos de una
expresion explicita para X, :

X, = xexp[owt[y—%jt} (1.1.3)

Que prueba que el logaritmo de la cotizacion X, sigue una ley gaussiana de

2
media [Iu—%jt y de varianza % . Podemos reescribir 1.1.3 bajo la forma

2

X, =e"M,, donde M,= exp(o'VVt —%tj es una martingala- [P de media 1.

2.- El mercado es viable y completo

e Existe una sola y solo una probabilidad P* bajo la cual el proceso de
precios actualizados (e*”xt)t>0 del activo de riesgo es una martingala-P".

Esta probabilidad se llama probabilidad riesgo neutro.
e La evolucién del subyacente se escribe

dX, =rX dt+o X dW,, X, =X,
Donde W™ es un movimiento browniano- P
e Toda accion europea de pay off H e LZ(IP’*,]-“T) , es decir toda opcion

definida por una variable aleatoria H con % medible y de cuadrados

integrables bajo la probabilidad P, puede ser simulada: Existe un Unico
portafolio admisible, autofinanciado y descontado, que contiene solo el



activo sin riesgo y el activo con riesgo, cuyo valoren T es H. Ademas,
el valor V(t) de la opcion es, bajo la probabilidad riesgo neutro, la
esperanza actualizada del flujo terminal H :

V(t)=E[e TH|Z |

Esto es una consecuencia del teorema de representacion de las
martingalas brownianas, observemos que o (W,,0<s<t)= a(WS*,O <s< t)

Dicho de otra forma, podemos cubrirnos perfectamente, y eliminar el
riesgo, gerenciando dinAmicamente un portafolio conteniendo solo el

liquido y el subyacente. Observemos que V (t) es independiente de la
tendenciade f.

3.- En el caso particular donde H = h(XT ) , con h continua y positiva, el precio de

la opcion se pone bajo la forma P(t, Xt) con:

o(wr —Wf){ r—%zj(T 1)

P(t,x)=E"| e h| xexp (1.1.4)

La funcién P es solucién de la ecuacion de derivadas parciales:

{LBS (c)P=0

vx>0,P(T,x)=h(x) (1.1.5)
Donde:
0 2 0? 0°

EBS (O')ZE-F%XZW'Fr[X&—'j' (116)
Ademas, la cantidad de activo de riesgo a mantener a la fecha t es:

oP

=—(t, X

%= (t%,)

A esta cantidad se le llama “delta”. Por consiguiente, el portafolio de cobertura
contiene:

b, :e‘”(P(t, X,)- th_z(t’ Xt)]

unidades de activo sin riesgo.

4.- El caso de la call corresponde al pay off h(x)=(x-K),, notamos entonces
P(t,x)=Cy (L. ;K T;0) y

Cos (T, X;K; ) =xN(d, ) - Ke "IN (d _) (1.1.7)



In( X )
-r(T-t)
d, = Ke +1O' Tt
oNT -t
In(X j
-r(T-t)
d_=Ke——la T -t (1.1.8)
o~T -t 2

Ademas, el portafolio de cobertura contiene la cantidad:
3 =N(d,)

de activos con riesgo. Esto prueba que la igualdad 1.1.7 que nos da el precio de
las call bajo el modelo de Black & Scholes da también la descomposicion del
portafolio de cobertura del activo con riesgo y del activo sin riesgo.

Aclaremos que lo que precede es verdadero si uno permite, que la tasa de interés
a corto plazo, llamada también “tasa corta” y la volatilidad dependan del tiempo,
y no de la casualidad. Es suficiente reemplazar r por:

r=—2 ["rds
T _th

y O por & donde:

— 1 T
o = olds
Tt

en las formulas 1.1.4;1.1.5; 1.1.6; 1.1.7y 1.1.8

El modelo de Black & Scholes sirve de referencia a todos los que practican sobre
mercados financieros:

e Essimple: adoptar el modelo y simplemente suponer que las cotizaciones
de X tienen trayectorias continuas y con crecimientos relativos
independientes y estacionarios.

e Es manejable: Da lugar a formulas cerradas para los precios de los call y
put y para los deltas correspondientes, es decir para las cantidades de
activos con riesgo que debe de contener el portafolio de cobertura.

Sin embargo:

Todos los test estadisticos invalidan la hipétesis logo normal para la cotizacion
del subyacente. En realidad, parece que las colas de distribucion son mas
gruesas que lo previsto en el modelo. Ademas, las colas de distribucion

empiricas de In(X,) son a veces asimétricas.

¢ Nosotros definimos la volatilidad implicita | con la igualdad
Cos (1, XK, T;1)=C™



Donde C** es el precio observado de la call de madurez T y de strike K
La definicién tiene sentido porque o — Cg (t,x;K,T;o) es una doble
expulsion de R, sobre ](x—K)+,x[ . Definido de esta forma, | es una

funcién de t,x,K,T y C°. Si los precios observados fueran exactamente
los precios previstos por el modelo de Black & Scholes, la funcién
K-l (t,x, K,T,C“bs) seria constante e igual al parametro O . O, los datos

del mercado hacen aparecer una dependencia en K. La curva empirica
K—>I(t,x,K,T,C°bS) se le llama “smile” en referencia a una sonrisa

(convexa, decreciente y después creciente).

Seguramente para explicar estos fendmenos hace falta refinar el modelo. Hay
varias formas de hacerlo:

Por ejemplo, permitir a las cotizaciones de X, a tener saltos, o permitir que la

volatilidad dependa de t y de x, la Unica fuente de ruido que queda es el
browniano W . Una forma natural de entender el modelo de Black & Scholes es
permitir a la volatilidad ser un proceso estocastico gobernado por un segundo
ruido modelado por un segundo browniano Z eventualmente correlacionado a
W, pero, no perfectamente correlacionado, contrariamente al caso del modelo
de Dupire. Conservemos entonces la escritura:

dX, = uX,dt+o, X,dW,

Pero, O es ahora un proceso aleatorio dependiente del tiempo y de la
casualidad (WZ) ¢Como elegir este proceso? Nosotros deseamos que la
volatilidad O, sea una cantidad medible-F, y estrictamente positiva. Asi, nos

proponemos escribir bajo la forma o, = f(Yt) donde f :R - R’ es una funcién

determinista e Y es un proceso aleatorio con valores reales (% )-adaptados.

Nos limitaremos a los procesos Y que son markovianos. Por ejemplo:

e Un proceso markoviano de saltos puros al espacio de estado finito o

contable

e Un proceso markoviano de saltos puros al espacio de estado infinito no
contable,

e Una difusibn markoviana del tipo
dY, =, (t,Y,)dt+ o (t,Y,)d Z, (1.1.9)

En lo que sigue nos limitaremos a las difusiones markovianas 1.1.9, y entre ellas
a las que posean la propiedad de “retorno a la media”, para las cuales:

e (ty)=a(m-y)



El pardmetro & se llama “la tasa de retorno a la media” y el parametro M “la
media a largo plazo”. Podemos ver Y, como la posicion a la fecha t de una

particula sometida a una fuerza de retorno de intensidad & que tiene tendencia
a retornar a su posicion de equilibrio (determinista) M y a una fuerza aleatoria

(por ejemplo los choques) modelada por el ruido o, (t,Yt)d/Z\t. La eleccion

o (t,YI)zﬁ’ donde g es una constante, corresponde al proceso de Ornstein-
Uhlenbeck.

1.1.3 Que esperamos?

Hay una buena razon para considerar la volatilidad como una cantidad aleatoria;
los estudios sobre los rendimientos de las cotizaciones del subyacente permiten
estimar la volatilidad y esta muestra como un comportamiento estocastico.
Modelar la volatilidad por un proceso estocastico, es de hecho reconocer que
cuantificar el riesgo a través de un parametro de volatilidad constante es
actualmente insuficiente para explicar algunos comportamientos del mercado.
En particular para explicar la curva smile. Y esta es una modificacion profunday
fuerte que permite describir un mercado mucho mas complejo que el descrito por
Black & Scholes:

e Podemos reproducir las leyes mas realistas para los rendimientos;
especialmente las colas de las distribuciones son mas gruesas que
aguellas de las leyes logo normales.

e Podemos hacer estas distribuciones asimétricas correlacionando los
ruidos W y Z .

e Podemos hacer aparecer el smile

Evidentemente nada es gratis, sobre todo en el mundo de los mercados
financieros, y va a ser necesario pagar por algun lado el precio de estas mejoras:

¢ No podemos observar directamente la volatilidad; estimar los parametros
del modelo (a,m,f) y el nivel actual de la volatilidad son problemas

complejos.

e El mercado modelado de esta forma es incompleto: cuando uno trata una
opcion, no podemos eliminar el riesgo gestando un portafolio conteniendo
liquidez y el subyacente. En efecto, la variacion infinitesimal del valor de

ese portafolio contiene términos en th y en C|Zt gue no los podemos
anular simultaneamente.

1.2 Precio de una opcion europea
1.2.1 Valuacién por EDP

En esta parte consideramos la dinamica 1.1.1 y nos interesamos en el precio de
una opcion europea de vencimiento T, y de pay off continuo h; El comprador de

una opcion de este tipo recibe h<XT1) en T,. La ausencia de oportunidad de



arbitraje y la hipétesis markoviana sobre Y nos aseguran la existencia de una
funcion P™ R XR XR — R, que asumimos que es suficientemente regular, tal

que el precio de esta opcién a la fecha te[0,T,] se escribe P™(t,X,,Y,). Es
imposible anular el riesgo Unicamente con el activo subyacente. También
consideraremos un portafolio que contiene @, unidades de activo de riesgo, bt

unidades de activo sin riesgo y C, opciones europeas de vencimiento T, >T, y

de igual pay off h. Nosotros buscamos encontrar unos al,bt y C; que repliquen

la opcidn y que esta sea autofinanciada. La hipotesis de réplica corresponde a la
igualdad:

PO(T, Xy, Yy, ) =ap Xy +be™+¢, P™ (T, X, Y, ) P-ps (1.2.1)

Y la hipétesis de autofinanciamiento tiene:

dP™ (t,X,,Y,) = adX, +bd"™ +cdP™ (£, X,,Y,) (1.2.2)

La ausencia de oportunidad de arbitraje, 1.2.1 implica que a cualquier fecha
t<T,

P™ (t,X,.Y,)=aX, +be" +cP™ (t,X,,Y,) P-ps (1.2.3)

Es decir que el valor del portafolio es en todo momento igual al precio de la
opcion. Por la formula de Ito tenemos:

aP(Tl) aP(Tl)
dP(Tl)(t,Xt,Yt)=7(t,Xt,Yt)dt+ ~

(t, X,,Y, ) dX,

op™ 1 82p™)
ey (t,Xt,Yt)dYt+Ea—(t,Xt,Yt)d<X>

X2
o*p™ 17P™
+M(t, XY, )d (X ,Y>t +§?(t, XY, )dY,

+
t

(T:) ()
= APM(t, Xt,Yt)dt+%(t, X, Y, )dX, +%(t, X Yo)dY,

Donde A es el operador definido por:

0 1, 28 o 1,8
=—+—Xf —+ pPxf +=p—
A=t T et B )55, +9 7 o

Pero, de acuerdo a la hipotesis de autofinanciamiento, la variacion infinitesimal
del valor del portafolio es también igual a:



dP™ (t,X,,T,) =adX, +hd(e")+cdP™ (t, X,.T,)

T ap(Tz) ap(Tz)
a,dX, +rbedt+c, | AP™ (t, X, T,)dt+ ~ (t, X, T, )dX, + 5 (t, X,,T,)dY,

T 8P(T2) ap(Tz)
= (cAP™ (t,X,,T,)+ rbe™ )dt + 8 +¢——(t X, T)dX, |+c, 5 (t, X, T,)dY,
X

Hay términos en dZt y, en dYt , de modo que la identificacion de los términos en
dZ, da:

ap(ﬂ)

(t,X,.Y,)

G

- ap(Tz)

(t, X..Y,)

La identificacién de los términos en dW, nos da:

op(™ op(T)
= X (t’xt’Yt)_CtT(t’Xt’Yt)

De donde deducimos:
b, =e ™ (P™(t,X,,Y,)-a X, —cP™ (1, X,.Y,))
Finalmente, la identificacion de los términos en dt nos da:

op™ op™)
Aip(Tl) (t, Xt7Yt)+'uXt 7(t, Xtth)‘i'a(m_Yt)W(t’ Xt,Yt)

(T2)
=c AP (1, XY, )+ rhe" +;{a[ +c, a—(t, XY, )] X,
X
op(™)

Yo (X, Y,
+a(m t)Ct oy ( )

ue se escribe también reemplazando &, y C, por sus expresiones:
t t

(1) . (T2) -+

[ap (t,Xt,Yt)) AZP(TI)(t,Xt,Yt)z[aP (t,Xt,Yt)j AP™ (4, X,,Y,)
oy oy

donde:

A, =A1+r(x%—-j



Dicho de otra forma, si definimos el operador U por:

P -1
u=(5)

entonces:

UP™ (t,X,,Y,) = UP™ (1, X,,Y,)

Como el miembro de la izquierda depende de T, pero no dé T, y que el miembro
de la derecha depende de T, pero no de T,, los miembros son independientes
de T, y de T,. El operador U anula la dependencia al vencimiento. Existe
entonces una funcion R XR XR >R tal que, sea cual sea su vencimiento

T >0, tiene una opcién de pay off h a un precio P (t,X,,Y,) que verifica
WP (1, X, Y) =y (6, X,.Y,)

De ahora en adelante consideraremos la opcion de pay off h y de vencimiento
T . Su precio P(t,X,.Y,) verifica la ecuacion:

AZP(t,Xt,Yt)—w(t,Xt,Yt)%:)(t,Xt, )=0 (1.2.4)

Por razones que se aclararan pronto, introducimos la funciéon ~ y 7 definidas
por:

w(tX,Y,) = BA(LX,Y,)-a(m-y) (125)
y
At XY = p 2l - o2y (1, XY, (1.2.6)

f(y)

Con estas definiciones reescribimos la ecuacién 1.2.4, omitiendo la dependencia
en (t, X,.Y,):

oP 1 o*P P 1 ,0°P

_t+E X7 f (Yt)2 v +p,6’th(Yt)aXay+§ﬂ2—ay2
oP oP oP

I‘((Xt)ﬁ—x—P)#—O{(m—Yt)@—y—,B/\@—y:O

Esta igualdad es verdadera, el precio P es la solucién de la ecuacién de
derivadas parciales:

Los ((¥))+ Loy +£)P(tx,y) =0



Con la condicién terminal:

P(T.x,y)=h(x)

donde:
o 1 2 0° 0
f =—+=xf —— | X——-
Ges (1Y) ot 2 ) ox? ( X j
es el operador Black & Scholes (BS) del parametro de volatilidad f (y)
1,0 0
gue es el generador infinitesimal del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, y
0 0
= pfxf - t,X,y)—
L =pp (y)axay BA( y)8y

es un operador que hace intervenir la correlacion o de una parte, en factor de
la derivada cruzada, y la funcion ~ de otra parte. Esta ultima es llamada “prima

-r
de riesgo de volatilidad”. Mas exactamente, la funcién 'UT es exactamente la

prima de riesgo relacionada a la primera fuente de ruido W, y 7 es exactamente

la prima de riesgo relacionada a la segunda fuente de ruido Z . En efecto, una
variacion infinitesimal del precio de la opcion se escribe usando la ecuacion 1.2.7
y la férmula de Ito:

dP(t, X,.Y,)

_ p-r P 5P — P
_{rP+f(Yt)[th(Yt)ay+,Bp8yj+7/(t,xt,Yt),B 1-p ay}dt

+{th (Yt)g—z+ﬂp%}dwt +{ﬂ 1— 2 %}dzt

La funcibn . agrega las primas de riesgo relacionadas a dos fuentes
independientes de causalidad a través de la ecuacion 1.2.6. Ahora se puede
entender porque es mejor escribir la funcién ¥ bajo la forma 1.2.5-1.2.6.

1.2.2 Interpretacién probabilistica

Lo que buscamos ahora es de dar una interpretacion probabilistica del precio
P(t,x,y). Hagamos:



B tow t o 1/ w2 712
M, _exp(—joes dw, - | 6; dZS—E((HS ) +(67) )dsj-
Bajo ciertas condiciones técnicas, por ejemplo, bajo la condiciéon Novikov:
1eT(/ w2 712
E[exp(zjo ((6?5 ) +(6?s ) )dsﬂ@o, (1.2.8)

M es una martingala-IP. Definimos ahora una medida de probabilidad P
planteando:

dP" (@)=M; (0)dP(w)

Esta nueva probabilidad es equivalente a [P y, de acuerdo al teorema de
Girsanov, los procesos:

W, =W, + [ 6 ds
y
Z; =7+ 0%ds

son dos movimientos-P"”) brownianos independientes. Tenemos

XX, = uXdt+ f (Y,) X, dW,

= uX dt+ f (Yt)(dw;— At dt)

f(Y)
— X dt+ (Y,) X, W,
y
dY, =a(m-Y,)dt+ BdZ,
=a(m—Yt)dt+,B(det + 1—p2dZt)

:a(m—Yt)dt+ﬂp(th*— HoT dtJ

f(Y)
+B\1-p° (dZ; -7 (t. X,.Y,)dt)
= (@(m=Y,)=BA(tX,Y,))dt+ B( paW + 17z, ).

si ponemos



Zo=pW, +1- p?Z;

Definimos un movimiento browniano P y nos permite escribir la dinamica 1.1.1
bajo la forma:

dX, = rXdt+ o, X,sW,”

o, = f(Y,)(13.2.9)

dY, = {a(Mm=Y,)= BA(t, X,,Y,) dt+ Bd Z¢
Bajo la probabilidad P"", el proceso de precios actualizados (it)oﬁg definido
por:
Xi=e"X,

es una martingala local. Nos colocaremos bajo la hipotesis que asegura que P
es una verdadera martingala. Por ejemplo, podemos suponer:

E) [ [ty det} <o (12.10)
o igualmente
E) N jOT f(T,) det} <o (1.2.11)

Entonces si evaluamos la opcién europea de madurez T y de pay off H =h(X;)
por:

V=B T (x, )%

eliminamos toda posibilidad de arbitraje. EI enorme inconveniente de este
modelo de volatilidad estocastica, comparado con el de Black & Scholes, es que

a cada funcioén y(t,x, y) le corresponde una probabilidad riesgo neutro P .
Podemos adoptar el punto de vista siguiente: el mercado selecciona de manera
natural una prima de riesgo de volatilidad » ya sea que se trate de medir el
comportamiento historico de las cifras y/o el conjunto de precios de opciones en
el mercado. Para hacer eso, lo mas razonable es asumir que y es una constante,
después considerar que y solo depende de y, o eventualmente de t yde y. En
este Ultimo caso, en efecto, la dinamica de Y sigue siendo auténoma, en el
sentido que la dinamica de X no interfiere con la de Y. Esto es sin duda un
problema dificil. Retengamos a priori que existen una infinidad de y posibles, a
las cuales les corresponden una infinidad de probabilidades de riesgo neutro
equivalentes P, Esta propiedad es caracteristica de un mercado incompleto.



Resulta razonable, estando dada la interpretacion financiera de A, de considerar
solo las funciones y —» A(y) delimitadas. Mirando la ecuacion 1.2.9, la prima de

riesgo A solo interviene en el término de la derivada de Y donde ella se ajusta
al término «(m-Y,) que no esta delimitada. Entonces es legitimo pensar que A

juega en segundo orden. Asi, luego de las simulaciones numéricas, no
consideramos el caso de A=0.

1.3 Analisis asintotico
La idea principal de Fouque-Papanicolaou & Sircar es de considerar:

e De una parte, que la volatilidad posee la propiedad de retorno a la media,
que se modela con la fuerza de retorno determinista «(m-Y,)dt.

e De otra parte, que ese retorno a la media es rapido. Suponemos que la
intensidad « de la fuerza de retorno es grande. ¢ Grande frente a qué? o
es la inversa del tiempo. Se trata de comparar e=1/a (tiempo
caracteristico de retorno a la media) a la escala de tiempo del problema:
T —t. Asi consideraremos que < T -t 0, de manera equivalente, que

a> (T —t)_l.

La idea es de proponer un desarrollo limitado en Je del precio de la opcion.
Recordemos antes la propiedad de retorno a la media a través del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck.

1.3.1 Retorno a la media

Estudiemos mas en detalle el proceso Y de dinamica de Ornstein-Uhlenbeck
dY, = a(m-Y,)dt+ BdZi, Y, =y
También tenemos una expresion explicita para Y,:
_ et taalt-9) 45
Y, =m+(y—m)e +,8Le dZs
que prueba que Y, sigue la distribucién gaussiana de media m+(y—-m)e 'y de

2
varianza v? (1—e*2“t), o V? :;L' Y, converge en la distribucién cuando t — +o
a

para = N(m,vz), la distribucion gaussiana de media m y de varianza v°.

Probabilidad estacionaria

Esta ley limita 7 y es el limite de la distribucién estacionaria del proceso Y : si
Y, sigue la distribucion J\/(m,vz), entonces a toda fecha t>0 la variable

aleatoria Y, sigue también la distribucion N(m,vz). Su densidad ® esta dada

por:



®(u)

_ 1 (u=m)’
_\/ﬂveXp 22

Que verifica la ecuacion:

,C;U(I)zO
donde:

0 1 ,0°
Loy =~ 5((m—Y)')+§ﬁ EYd

es el adjunto del operador:
1,,0 0

==p° —+a(m-y)—
que es el generador infinitesimal de la difusion Y, es decir, por definicion el
operador que tiene una funcion g:R — R de clase C* basada en la tendencia

de la media de g(Y,) conociendo Y,:

(‘COUQ )(y) =lim,_ . =

En esta escritura E’designa la esperanza bajo la probabilidad P’ que es la
probabilidad condicional sabiendo que Y, =y . Ponemos:

L =U(RB(R)7), (0]9)=] 0.0.d7 |o|=4(o]o).

Definimos la aplicacién P, : L2 — L por:

(RO)(y)=E"[g(¥)]

y el conjunto:

2 -
Jy el lim

o*

Ptt_g _WH:()}.

El generador infinitesimal £, esta definido sobre D < £2 con valores dentro de

D{g el?

2 . - , ]
L., . Daremos un sentido a la expresion £, siy solosi geD.

Propiedad de descorrelacion, Teorema ergodico

El universo € de intensidad « de la fuerza de retorno se interpreta también como
el tiempo caracteristico de descorrelacion del proceso de Ornstein-Uhlenbeck,
porque, si s<t,



cov(Y,,Y,)= cov( ,BIOS e dZ,, B j; e M4z v)
_ ﬂzea(t+s)E|:J'Os e Zu J'; e?d 2v:|

— p2a-a(t+s)m 5 42au

= [’ EIO e““"du

—\2 (e—a(t—s) _ g e(t+9) ) )

Por consiguiente, si s y t tienden hacia +« de forma que A:|t—s| permanezca

constante, la covarianza limite de Y, y de Y, vale v’e™™. Notemos que es
exactamente la covarianza de Y, y de Y, bajo la distribucion estacionaria.

En el limite, cuando este tiempo tipico de descorrelaciébn € es infinitamente
pequefio, cuando « es infinitamente grande, los valores Y, y Y,, igual para los

campos vecinos s y t, son independientes (su covarianza es nula y el proceso
Y es gaussiano). Es por esta razon que debemos usar los teoremas ergodicos.

Mas exactamente, para toda funcidon g integrable contra la medida estacionaria
N (m?),

. 1 7
“mwm.l.—_tj.t g(Y,)ds=(g) (1.3.1)

donde, por definicién, <g> es la esperanza de la funcidbn g contra la medida
estacionaria,

en la practica, la aproximacion:
1 T

seravalidasi o> T— , En este contexto de mercados financieros, esto significa

gue solo se podra hacer esta aproximaciéon si estamos suficientemente lejos del
vencimiento T de la opcion tratada.

Ecuacion homogénea

Consideremos el conjunto H de las funciones gpeD (entonces pel’) y las
soluciones de la ecuacion homogéenea L,,¢=0. Esta ultima ecuacion es en
realidad la ecuacion diferencial ordinaria:

SP0"(y)+a(m=-y)p'(y)=0



El conjunto de soluciones de esta ecuacion es el espacio vectorial de dimension

y (m-z)° o
2 generado por las constantes y por la funcion ¢ — exp 7 dz . Esta ultima
v
funcién no siendo de cuadrados integrables contra la medida estacionaria
7Z'=N(m,V2), ‘H es el conjunto de funciones constantes. (¢ no es integrable

contra 7z, por ese hecho, no podemos dar sentido a EV[Q//(YI)] ni con mayor

B[y (Y) |-y (¥)

razon a (Ly,w)(y) =lim_,+

1.3.2 El precio corregido de Black & Scholes
Notacién

Nos colocamos bajo la hipotesis e« T —t. Bajo esta hipotesis, Y, llega a su ley

limite N(m,vz) en tiempo finito. Nos colocaremos entonces en la asintota
e—>0, v?=constante

2
Como Vv* = i , esto significa que f=Vv+/2a J/_E tiende hacia +w. Podemos
S

reescribir la dinamica 1.1.1 haciendo aparecer el parametro infinitamente
pequefio ¢:

dX¢ = rXfdt+ o X SdW,”

o =f (Yf)
de:{é(m—Yt )- Vj_; (t,X7,Y )}dt+"j£

El precio P° de la opcidbn europea de madurez T y de pay off
H=h(X/)el*(P", %) verifica:

apfl(xf)z f(ve) o°P° | @Xff (YS)aZPf LV

o 2 o P oy £ oy
o[ x P b 1(m ve )6P vf P,
X € oy J’ oy

Y por lo tanto es solucién de la EDP:
[1 Lﬁﬁszg (t,x,y)=0 (1.3.2)
\/_

Con la condicion terminal:



P*(T,x,y)=h(x)

donde:
o 1 2 0° 0
= f =—+=x°f — | X——-
b=l (1) =5+ 1) e (Xax j
es el operador Black & Scholes del parametro de volatilidad f (y) :
L, =&l :v25—2+(m—y)i
v oy oy

es el generador infinitesimal de Ornstein-Uhlenbeck multiplicado por ¢,y

,quvmf(y)af@y_vm%

En todo lo que sigue asumiremos el hecho de la hipotesis que la prima de riesgo
A es una funcién continua limitada solo dependiente de vy .

El problema a resolver

Nos ponemos en las condiciones en que, paratodo ¢ >0, la EDP 1.3.2 tiene una

sola solucion. Vamos a ver que esta solucion P* tiene un limite cuando ¢ tiende
a 0 y vamos a interesarnos en la correccion de orden 1.

Para hacer esto asumimos la existencia de un desarrollo en serie de la forma:
P* =P, +/eP + &P, + &P, +£°P, +---

La ecuacion 1.3.2 se reescribe formalmente:
1

0==L,P,
&

1
+$(£0Pl +£1Po)

+(LyP,+ LR+ L,R)
+e (L,P,+LP, +L,R)

+...

Buscamos las funciones P :R xR xR —>R suficientemente regulares que

verifiquen:
LR =0, R (T.xy)=h(x),
LR+ LR =0, P(T,xy)=0,

LP+LP,+LP ,=0, P /(T,xy)=0, v >2.



El operador £, actla solo sobre la variable y. Mas exactamente observemos

que Q™ =P (t,x,-) es tnicamente una funcién de y. Tenemos:

(LP)(txy)=(LQ7)(y)

(Esta condicion no es verdadera para el operador £;). Con el fin de dar un sentido
a la expresion £,P, es suficiente con dar un sentido atodoslos t y x,en £,Q'*

Uno busca las funciones de P, tales que P(t,x,-)e D, en particular P (t,x,-)e L.

En fin, los operadores £ hacen intervenir las primeras derivadas en tiempo y las

segundas en x y, en y. Buscamos entonces las funciones P, de clase C**-,

Nos hemos propuesto entonces resolver el siguiente problema: encontrar las
funciones P,:R xR’ xR — R de clase C***-que verifiquen:

LP, =0, P, (T.x,y)=h(x),
LR+ LR =0, R(T.x,y)=0
LR, +LP ., +L,P ,=0, P (T,xy)=0, v > 2.

y tal que P,(t,x,-)e D para todos t,X.

Observemos, ademas, que por la probabilidad P* seleccionada por el mercado,
tenemos:

(5, X, Y,) =B e TOh(X; )| %]

Donde F, es la informacion contenida en los dos brownianos W™ y Z hasta la
fecha t. El pay off, supuestamente de cuadrado integrable! bajo P”, P* (t, Xt,Yt)

esta también en el espacio L*(P").

De hecho, nos limitaremos a la busqueda de las funciones P, y P,. Estas nos

permitiran obtener el precio corregido en el orden 1: P, +\/§P1 . Vamos a proceder
en cinco etapas. Antes de esto, tres observaciones sobre los operadores L :

1. L,solo hace intervenir la variable y; para una funcién y (t,x), Ly =0.

2

. . : 0 o
2. L es una combinacion de las derivadas y —; para una funcion

(1., Ly =0

! Los conjuntos de todas las funciones medibles de cuadrado integrable sobre un dominio dado
forman un espacio de Hilbert sumable, también llamado espacio L2.



3. £, no hace intervenir derivadas con respecto a y ; sin embargo, la variable

2
y esta presente a traves de f(y) un factor de %; para una funcion
X

w(t,X),

ox? X
:%_‘/t’(t,x)%ﬁ(f: f2(u)q>(u)du)gi‘/; (t,x)+r(xa_')/(’(t,x)_w(t,x)j
:‘aa—'/:(t,x)+—_ x2 2 Vzl(t,x)+r(xa—"”(t,x) w(t,x)]
(L)v (%)

Hemos definido:

o :J.mfz(u)CD(u)du :<f2>

Para todo lo que sigue asumiremos que f el’ y <L‘z> =Ly (E)

Suponemos que las funciones R,,R,P,,... responden al problema de arriba, y
buscamos que calcular B, y PR,.

e Primera etapa: £,P, =0
Como £,P, =0,£,Q,* =0:P,(t,x,-) pertenece al conjunto H de soluciones

de la ecuacion homogénea de la difusion Y . Ya hemos demostrado que
este conjunto se reduce a las funciones constantes. Esto demuestra que

la funcién P, no depende de y. Por exceso, veremos P, (t,X).

e Segunda etapa: L,P,+LP,=0
Como P, no depende de y, £,P, =0; la ecuacion £,P, +£P, =0 se reduce
entonces a £,P, =0. Como en la etapa 1, mostramos que la funcion P, no

depende de y. Por exceso veremos PB,(t,x).

Sobre esta, sabemos que el precio corregido al orden 1, P, +\/EF>1 no
depende de y . Esta es una propiedad que debemos hacer notar: al orden
1, no hay necesidad de conocer el nivel actual de la volatilidad para
determinar el precio de la opcion; la fecha t de la transaccion y el nivel
actual de precios x de las cotizaciones del subyacente son suficientes.
Esto cae bien porque la volatilidad no se puede observar directamente.



Tercera etapa: L,P,+L P, +L,P, =0

Como P, no depende de y, £ P, =0; laecuacion 4P, +LP +L,P, =0 se
reduce a £,P, + L,P, =0; L,P, € > (donde L,P, e %) y por definicion de la
probabilidad invariante 7 = A/ (m,v*) = (u)du,

(LR)(R)= [ (6Pt x0)(u)d
:Ij: P, (t,x,u)(L® (u))du

=0
Por consiguiente (£,P,)=0 , (£,)P, =0, lo que también se escribe

Ly (;) P,=0.Enelorden 0, el precio de la opcion esta dado por el modelo

de Black & Scholes, usado con el parametro de volatilidad constante o,
media ergodica de la volatilidad estocastica. Falta determinar P,.

Cuarta etapa: La ecuacion de Poisson
Ahora conocemos P,, por lo que también £,P, es una funcion de (t,x, y)

Ciertamente P, no depende de y, pero el coeficiente f(y) en factor de

2

0 i : :
P en la expresion de L, reintroduce la dependencia en y. Sea
X

R™=(LR)(t,x,-) ¥y Q*=P,(t,x-).Como

(LR,)(tx,y) yQy* =(£,Q)(y). (recordemos que es una propiedad
propia del operador £;), la igualdad

L,P,+L,P, =0

entre funciones de tres variables (t, X,y) es equivalente a las igualdades
V(t,x)eR xR}, L£Q;*+R"™=0

entre funciones de una sola variable (la variable y). Damos una funcion
R:R— R tal que (R)=0 y nosotros buscamos Q, e D = L. tal que

L£,Q,+R=0 (1.3.3)
Esta ecuacion lleva el nombre de “ecuacion de Poisson”. En efecto, para

una difusion browniana en el espacio, el generador infinitesimal vale EA

donde A es el laplaciano, y permite obtener la ecuacion de Poisson de la
electrostatica: La solucion Q, se interpreta en las unidades correctas,

como el potencial eléctrico correspondiente a la densidad de cargas de
volumen R.
La ecuacion 1.3.3 se reescribe:

viQ, (y)+(m=y)Q; (y)=-R(y)
Sea D, =Q,. Las soluciones adecuadas de solucién de la ecuacién sin
segundo miembro:



v’D,(y)+(m—-y)D,(y)=0 (1.3.4)

(y—m)’

2v?

es engendrada por y+— exp( J o de manera equivalente por @™

2v?

2
una solucion particular y — l(y)exp[(y_m) ]

V'D, (y)+(m=y) D, (y)=-R(y)
es obtenida por el método de variacion de la constante: tenemos

2'(y) :Mexp[—wl . asf,

V2 2v?
Q;<y>——vi2exp((y2VT)zJ[ JLR<z>exp[-(Z ZVTfjdmtel]
- 1 y
Qz(y)=—qu)(y)(J.wR(z)q)(z)dz+cte2)
como I_LR(Z)CD(Z)dz =(R)=0, cte, =0 de donde
- 1 y
Qz(y)zm(ij(z)d)(z)dz)

que se trata de integrar para obtener Q,.

En el caso que estudiamos, visto que (£,P,) =0,
R(y)=R"™(y)
=(LR)(txY)

=(LR)(t.xy)=(LR)(t.X)
o°P

_ 1 2 2 2

_E(f(y) —<f >)x aTZO(t'X)

por consiguiente, si ¢ es una solucién de L,¢= f? —< f 2>, entonces:
. 1 ,0°P

P! (y)=5x2872°(t,x)(¢(y)+cte).

a cada pareja (t,x) fija corresponde una constante, por lo tanto:

P(t,x,y)= _%XZ %(t’ X)(¢(y)+c(t’ X))

y tenemos la expresion de ¢:

¢(y)=%(y)(ﬁo( (2 (1) 0 (2)ce).

Quinta etapa: £,P,+LP,+L,P, =0



Como (£,P,)=0, tenemos (LP,+L,P,)=0, lo que también se puede

escribir Ly (0) P = —<[1P2> . Vemos entonces que P, es la solucion de una
ecuacion de derivadas parciales del tipo Black & Scholes con un segundo
miembro. El segundo término es el opuesto a la media ergddica de LP, y
hace intervenir, como lo muestra la expresion de £,

0 La correlacion entre volatilidad y subyacente
o La prima de riesgo de la volatilidad
Mas exactamente,

R (1x9) = BT ()R (1) | 15)

:__( PNEKT (y) -V u(y)j(xz T x)¢'(y)j

. 5 62P0 3 agl:)o
. Y (Y)¢ (y)[ZX v (t,X)+X o (t,X)J

2

. . P
Esta escritura hace aparecer las cantidades L, (t,x):x28 >(t,x) Y
X

3

L, (t,x)= x3%(t,x) y descompone LP, en:
X
o Una parte de correlacion pura, en factor de la combinacion lineal
2L, +L,
o0 Una parte de prima de riesgo de volatilidad pura, en factor de L, .

Sobre una escala grande de tiempo delante de &, la volatilidad alcanza
su régimen estacionario:

(620 = = (19){ 20 Z2 )00 T (10

OX
J2 N\, O°P,
+7V</\¢ >X ?(t, X)
Observemos que P: =«/ZF>1 es la correccion del precio de orden 1. P: es
la solucion de la EDP:

Ly (E) P :%< f ¢5'>(2x2 aaxlj‘) (t,x)+ x3%(t, X)J

o S

que podemos escribir explicitamente como una combinacion linealde L, y L,:



V. == (2p(19)-(~0)
v, =2 (£4)

2 3

PonemosH (t, x)=V,x’ % Izo (t, ) +V,x° a@ F;" (t,x).Como
X X

Ly (5) = (x” %:(F:O j =X" a(;:o Ly (5) P, =0 y tendremos:

— — O°P o°P,
Ly (a) H =L, (a)(vzx2 yzo(t X) +V,X° 8x30 (t, x)j =0
luego:

Los (0)(=(T =t)H) = H (T =t) £ (o) H = H

lo que prueba que:
= O°P o°P,
P(t,x)=—(T —'[)(sz2 W;’(t x)+V3x3§3°(t, x)j (1.3.5)

Uno percibe en esta férmula que para calcular el precio corregido con orden 1,
es suficiente con conocer las tres cantidades o,V, yV,. En la practica, serd
suficiente calibrar estos tres parametros que agregan a,m,f,p, f,y,u. Este
punto lo retomaremos cuando veamos la calibracion.

1.3.3 Estrategias de cobertura

Como estamos en un mercado incompleto, no es posible eliminar el riesgo
generando un portafolio que contenga solo liquido y subyacente. Acéa se trata de
transitar entre pérdidas eventuales debidas a una mala cobertura y al costo de
la cobertura. Midamos bajo la probabilidad subjetiva P los rendimientos
estadisticos de una estrategia.

Las estrategias de cobertura en el modelo de Black & Scholes

En el modelo de Black & Scholes, para la dinamica siguiente del subyacente:
dX, = X dt+ o X dW,

una opcion europea que paga h(XT)eLZIP’* vale P, (t,Xt) a la fecha t esta
perfectamente cubierta por el portafolio autofinanciado que contiene



a, =?(t, X,) unidades de subyacente y
X

b =e™ (po (t,X,)—X, ?(t Xt)j unidades monetarias. En efecto:
X

Este portafolio replica la opcion: a toda fecha t, el valor de este portafolio es
R, (t,X,), en particular, a la madurez, su valor es P, (T, X,)=h(X,).

Este portafolio es autofinanciado: la férmula de Ito da:

oP, oP, 1—,0%P
dR, (t, X,) = 6_;(t X, )dX, J{@_to(t’ Xt)+§a X2 ﬁ(t Xt)j dt.

Como P, es la solucion de la EDP de Black & Scholes

2 2
Ry O 20 F2>°+r xXo_p -0 (1.3.6)
o 2 OX OX
tenemos
dPo(t,Xt):%(t,Xt)dXt+r(P0(t,Xt)—Xt?(t,Xt)]dt
X X
ie.

dP, (t, X,)=adX, +bd(e").
Dicho de otra forma, la variacién infinitesimal dP,(t,X,)del valor de este

portafolio es exactamente la variacion debida al mercado.

A continuacién, nos ponemos en el caso de un modelo de volatilidad estocastica
1.1.1.

dX, = uXdt+ f (Y,) X,dW,,
dY, = a(m-Y,)dt + BdZ,
proponemos calcular el costo de tres estrategias de cobertura

Primera estrateqgia: El delta de Black & Scholes

Costo exacto, decidimos seguir la misma estrategia de gestion de portafolio que
en el caso de Black & Scholes con volatilidad 5:4/<f2> es decir que hemos

escogido: (El indice ®?- se refiere a la estrategia escogida.)



a0 oP

—2(t, X

- oP
b =e™ (Po (t, X,)-X, a—;(t, xt)j

En todo instante el valor de este portafolio es al”X, +bPe" =R, (t, X,). Como

P,(t,X,)=h(x), el valor final es h(X;), entonces este portafolio replica la
opcion. El problema es que no esta autofinanciado. En efecto,

oP 1, X2 o°P,

o8 1) =006, ¢ 0+ £ (0 2R (0, o

mientras que la variacion debida al mercado vale:
OP,

t a(t, xt)J dt

de modo que la diferencia, que interpretamos como el costo infinitesimal de la
cobertura, no es nulo y es exactamente, usando 1.3.6:

aldX, +bPd (e")=aPdX, +r (PO (t,X,)-X

=dP,(t, X,)~ (adX, +b%d (")) (1.3.8)
opP 1,, 2,0P oR
:[a_to(t,xmgf(y) XS (t,x»]—r(a(nXJ—Xra—;’(“XJJdt
1 azpo

:E(f(y)z—gz)xf 26X,

Si dC® >0, deberemos poner mas dinero en el portafolio; si dC® <0 debemos

retirar dinero. La férmula 1.3.7 es importante porque esta es valida trayectoria
por trayectoria; es decir es una férmula exacta, en el sentido en que no hace
intervenir las expectativas; especialmente, ella no supone ninguna probabilidad
del subyacente.

Recordemos que el costo de gestidon del portafolio es

e Un proceso estocastico a variacion finita
e De lejos mas pequeiio que
o La volatilidad media o es cercana a la verdadera volatilidad f (Y,)
o Laconvexidad de P, es pequefia, x— P, (t,x) por lo tanto tiene un
perfil plano.

El vendedor de la opcién afectado P, (0, X,)+P1(0, X,) alafecha t=0;P:(0, X,)
es de cualquier signo como lo muestra 1.3.5. El vendedor invirtié P, (0, X,) en el

portafolio, repartido en a, unidades de activo de riesgo y b, unidades monetarias;



luego de esta inversion inicial, la gestion dindmica del portafolio de réplica
(a®,b®) tiene un costo aleatorio:

t 1t —2 o°P
c = [iac? == [[( 1 (v.) - ) x2 S2 (s X, ) s

X2

mas aun, la riqgueza Pl(O, XO) sera positiva si es colocada, y negativa si es un
préstamo del banco.

Efecto de la media

Heuristicamente la ergodicidad del proceso Y traduce un efecto de media y
permite identificar, en el limite donde « es grande, la integral:

¢ o°P,
J.O f (Ys)2 staTzo(s’ xs)ds

por

. 2
jtazxza I:)O(S,Xs)ds

0 > OX?

y por consecuencia el costo C”, que es la diferencia de dos integrales, es

pequefio. Observemos que no se trata de una aplicacion directa del teorema
ergddico 1.3.1 porque Y gobierna la dinamica de X . La herramienta técnica
para demostrar la convergencia es:

t 2, 0P
J.Of(YS) X axzo

Demostraremos ahora el resultado del segundo orden correspondiente a:

0°P,
Ox?

(s,X,)ds — ;szf (s,X,)ds es el célculo estocastico.

a—>+0

c§1>=i(Bt+Mt)+o(3j

Ja o

donde (B,),, es un proceso de variacion finitay (M, ) _, una martingala de media
cero de orden 1 con respecto a « .

La prueba hace intervenir la funcién de clase C?¢; recordemos que ella verifica

Lp=17=(17),y L= f2_o asi (f (Ys)z—Ez)ds:(Lom(Ys)ds. Como, por la

formula de lIto,
dg(Y,) = a (L) (Y, )ds +vv2ag (Y,)d Zs
tenemos:

(1) -5 :%(dws)_v@mvs)dis)

de tal forma que:



t0°P,
2

1 o0°P
cO = X2 0(s, X )Yda(Y.)-
20:{ s 6‘X2( 5) ¢

Xs)¢(Ys)d25}

Sea M la martingala-P local definida por

_ \'} t 2 82PO =
M, =-—=] X —(5.X,)9(Y.)dZ:
asi

1 1 , 0° P,
CO =M, +—[ X2 s, X, )da(Y,
t \/; t Za 8X ( s) ¢( s)
Esta escritura puede hacer creer que C® = % M, + O(lj , pero esto no es nada
o o

ya que el elemento diferencial d¢(Y;) es infinitamente grande frente a «, de

: - o°P, -
orden Vo contra la integracién X2 a—zo(s X,)que es una funcién solamente de
X

X . Precisamente:
, 0°P, _
d(¢(Y)X e (s X )]_
, 0°P,
+¢(Y)d(x e (s Xs))

d <¢(v.), X2 ‘ZXP (. x.)>5 |

Xzazp

5 (s,%,)dg(v)

con
2 0°Py
oo 0 2R x))
= pv2a f (Ys)¢(YS)[2X§(§;°(s,X )+ X

visto que:

dg(Y,)=...ds+vy/2ag (Y,)dZs

y:
62P0
d| X " (s,X,)|=..ds+
2 3
f(Y)(ZXZaXP( ,Xs)+X§%(s,Xs)deS

Por consecuencia:



c® =i|\/|I (1.3.9)

NP
AR et
+%L§d[¢ )x262 J

ox)

1 ¢t 26 P
__aj0¢(vs)d[x

o 1
El tercer término vale —(¢(

s, X, )+ x“as 2 (s, X )Jd

O°R &P
y axzo(s’ X )=9(Y) Xs XZO(O,XO)j y es de

Y )X
2a t)

1 Lo . . .
; el cuarto término también ya que el elemento diferencial

orden —
o

’P
(Xf aa 2(s,X,) | es de orden con respecto a « . Ponemos:
X

. aZP aSP
_%j; £(Y, ) (YS)(zxg 2 (8 X+ XIZ2 (s, Xs)]ds (1.3.10)

B es un proceso a variacion finita (el hace intervenir la combinacion 2L, +L,, es

entonces un término de correlacion pura); es a priori del orden 1 con respecto de
a, salvo si (f¢")=0 (efecto de media). Y tendremos:

%(Bt +Mt)+0(%j

Observemos que la ecuacion 1.3.10 no nos permite decidir el angulo deB. Una
buena estrategia deberia, en el orden 1 al menos, no costar nada en la media.
Con este fin, proponemos corregir ligeramente el portafolio de Black & Scholes.

Ct(l) —

Seqgunda estrategia: estrategia autofinanciada en la media

Para que una estrategia no cueste nada en la media de primer orden, sera
suficiente “hacer aparecer” el término:

o°P,

o°P, .
X, )+ XS
2 (8. X)+ X —3

+%<f¢'>j§( 2x: <7

Que se agregaria a los cuatro términos de 1.3.9 que componen C®. En efecto,

9(s, X )}d (1.3.12)

. 1 )
combinado al término \/_ B, ., genera un término de orden —, a consecuencia
(04

del efecto de medias descrito mas arriba. Obtendremos entonces la



: . 1 1 L :
aproximacion _M‘+O(_j para el costo de gestion. Una alternativa natural
(94

Ja
desde el punto de vista de lo anterior, seria escoger:
8([30 + |51)

ox (tX)

a't:

oP, ~ .
en lugar de a—o(t X,). En resumen P, es la solucién de la EDP.
X

£

—\ 5 Al 52 O°Py s O°P)
S(O‘)P1=%<f¢>(2x W(t,x)+xs¥(t,x)j (1.3.12)

v A, O°P
- [Za </\¢>X2 aXZO (t’X)

L ol w2 O°P, , O°P,
El término “—(f 2X°—=1(t, x )+ X7 —2(t,x se parece mucho al que

\/Z< ¢>( 6x2( ) saxs( ) p q
) . Vv o°P
nosotros deseariamos que aparezca, pero el término -—— VY x2 —2(t,x
q p p \/ﬂ</\¢> 8X2( )

esta demas: es en realidad un término de prima de riesgo de volatilidad pura,
mientras que, como hemos precisado antes, el angulo de B que buscamos que
compensar es un término solo de correlacion. Es asi que es necesario definir la

funcién Q,:R_xR" — R como solucién de la EDP:

V2o

con la condicién terminal:

Lo (0)Qu =2 f¢'>(2x2 %(t, X)+ xf%(t, x)] (1.3.13)

Q,(T,x)=0  vx>0
y de considerar el portafolio definido por:

, 8(P0+61)
a” = x (t’ Xt)
b =e™ (P0+61)(t,xt)—xt@(t,xt)

Este portafolio vale (PO +61)(t, Xt) a la fecha t; su variacion infinitesimal es:



d(R+Q,)(t.X,)

o(P,+Q 1 * (P, +Q
- a®dX, +[%(t, X )+ f (Y, xf%(t, xt)J dt
mientras que la variacion debida al mercado es:

a®dX, +h® (e”)

=a®dX, + r[(PO +Q,) (LX) =X, M(t, xt)Jdt

OX

si bien que el costo infinitesimal verifica:

o o(P 13, , (R0,
A Sy oo
—r[(Po"'él)(t’Xt)_xta(Poa—:(rQl)(t,Xt)]

Los (o)(P+ Q) (8 Xt)%(f (v.) —EZ)XE%(L X,)

Estando dada la ecuacion 1.3.13, y visto que L (E) P, =0, tenemos:

dC® =dc
ol , o°P o°P,
+E<f¢ >(2X2 aTZO(t, Xt)+ XS@T:"O(L Xt)j dt

— 520
’{E f(Y,) -o jxf afl (t,X,)dt,

2

por consiguiente:

Ct(Z) — Ct(l)
o°P, °R,

WA IR 3
@<f¢>(2xs v (5, X))+ XS 5 (S’Xs)JdS

1t -2\, 0°Q
+§jo(f (Y,Y -o )XfaTzl(s,Xs)ds.

El dltimo término es del orden —: aca el efecto de media juega sobre

a
Xzﬁ(s X,) que es del orden L igual que Q,. El segundo término es
s axz A q \/5! g q 1 g

finalmente el término buscado 1.3.11. Finalmente,



c® =i|v|t+o(ij.

Ja a

Observemos que, si seguimos esta estrategia de gestion, los valores del

i, ya que esta diferencia es

N

precisamente (51 —P.. Silo que deseamos es que los valores del portafolio y de

portafolio y de la opcion difieren del orden

., . 1 .
la opcidn no sean diferentes del orden —, debemos adoptar la estrategia
(94

siguiente.

Tercera estrategia: Un portafolio que se “pega” al precio de la opcion

Escogemos:
8(PO+§1)

D =——(t X)),

3 (LX)

b® =e™ [(P0 + |51)(t, X)) =X, M(t, X, )}

este portafolio vale (PO + I51)(t, Xt) a la fecha t; su variacion infinitesimal es:
d(R+Pu)(t X,)
o(P, +Ps 1
= (3)dXt£(T)(t,X )+§ f(Y,) xfT(t,xt)Jdt,
mientras que la variacion debida al mercado es:

a®dX, +bd (e")

_ (S)dXt n r[( P+ ﬁl)(t, Xt)— X, W(t, Xt)} dt,

si bien que el costo infinitesimal verifica:

~ 2 =
d(;;(B) _ G(Po(; Pl)(t’ Xt)"‘% ¢ (Yt)z X2 %(L X,)
r[(P0+ﬁ1)(t,Xt)XtW(tixt)JE
" (P, +P1)

=L, (E)(PO +f>1)(t, Xt)+%( f(Y,)’ _}2))(3—(



ala vista de 1.3.12, y como L (5) P, =0 tenemos:

dc® =dc®?
v o°P.
——(Ag"y X2 —2(t, X, )dt
m</\¢> P (t.X,)
, -
1 2 —2 o (R +Q,
+E(f(Yt) e )xf%(t,xt)dt
por consiguiente:
Ct(3) :Ct(Z)
t 2
Vv , , 0P,
——(A X t, X, )ds
\/E< ¢>_([ S aXZ ( )
S =
1t 2 —2 26 (P1+Q1)
+§j0(f(Ys) - )XST(S,XS)ds
El dltimo término es del orden l El segundo término, del orden i, es el
a Ja
precio a proporcionar para encontrar al menos, al orden i, gue es el precio

N

de la opcion a partir del costo de la estrategia autofinanciada en la media.

Es entonces el precio que el vendedor de la opcion atribuye al estado incompleto
del mercado. Esto es debido al caracter estocastico de la volatilidad y la
0°P,

X2

t
cuantifica via —L</\¢'>J' XZ=——2(s,X,)ds que solo es un término de riesgo de
0

V2o

volatilidad.
1.4 El enfoque de la martingala
1.4.1 Enfoque

Ahora deseamos encontrar el precio corregido de orden 1 por un razonamiento
probabilistico puro. Dicho de otra forma, vamos a ver el precio corregido, ya no
como la aproximacion de una solucion con EDP, sino como aproximacion a una
martingala bajo la probabilidad de pricing (en términos cercanos al orden ¢).

Nos colocamos sobre el espacio probabilistico (Q,]—“,]P) premunidos de la
filtracion % = o(W,,Z,,0<s<t), con Q=C’([0,T],R*) como conjunto de

funciones continuas con valores dentro de R?, F su tribu boreliana 'y P la
medida de Wiener sobre esta tribu. Suponemos la existencia de una probabilidad
P equivalente a P tal que el precio de la opcion europea de pay off

h(X;)eL*(P") esté dado por:



V=B e In(X; )| %] (14.1)

Sea D, :c;ﬁ

IP’| ; D es una martingala uniformemente integrable con relacion a
f
t

(), estrictamente positiva. Como (% )es el aumento habitual de la filtracion
canodnica del movimiento browniano (W,Z), el teorema de representacion de las

martingalas nos asegura la existencia de procesos 6" y 6° adaptados con
relacion a (%) tal que:

vieoT[, [i((6") +(67)) ds<e

y tal que para todo t [0, T[

D, = exp(_j;eswdws - [, 020z, —% j;((ei“ ) +(67 )Z)dsj

esto prueba que D es continuo. Entonces definimos
W, =W, + [ "ds
Z; =7,+] 0%ds

De acuerdo al teorema de Girsanov, W™ y Z~ son dos movimientos brownianos-
P" independientes. En términos de (W, Z") la dindmica de X se escribe:

dX, = X dt+ f (Y,) X,dW,
=uXdt+ f(Y) X, (dw, -"dt)
=(u=F(Y,)6") X, dt+ f(Y,) X,dW,"
Suponiendo que X, e LZ(]P’*) y haciendo h=id 1.4.1, veremos que el proceso
(e"X,) es una martingala-P", lo que implica que:
pu—f (Yt)etw =T,
por consiguiente:

wo_ H—r
RIS

En el universo de pricing la dinamica de Y se escribe:




dY, =a(m-Y,)dt+Bd Z,
= a(m=Y,)dt+ B pW, +1- p*dz,

—g(m-Y,)dt +ﬂp[dwj - f(;r) dtJ+ﬁ«/l—p2 (dz; -2 dt)

:{a(m—Yt)—,B(p f(;tr) +\/1—7<22Ddt

+ﬂ(pdwt*+ 1—,022:)

Si ponemos
Zi= W, +:1- p?Z;

Estamos definiendo un movimiento browniano-P" lo que nos permite reescribir
la dindmica del mercado bajo la forma

dX, = rX,dt + o X,dW,
o, =f(Y,)(13.4.2)
dy, :{G(m—Yt)—,BAt}dt+,Bd2:

con.

A =P

']:l_r)—l- ll_pZth

\

En lo que sigue vamos a suponer que el proceso (/\t) puede usarse bajo la
forma A, = A(Y,) donde A:R— R es una funcién continua delimitada, y con esto
nos colocamos en el universo del pricing.

1.4.2 Observaciones

Sea L. el generador infinitesimal del proceso Y en el universo del pricing, es
decir, el operador para toda funcion g adecuada asociada a la funcién £,
definida por

E*[g(Yt)|Yo = y}_g(y)
t

(Lou.s )(y)=lim_,

Donde de acuerdo a la ecuacion 1.4.2

1
Loy~ :ELO

donde:



d? d
=V —+[(m-y-vv2en(y)|—

Si ponemos s(y)=m-y-v+2¢ A(y) tendremos:

2 d°

Ly, =vi—+5s(y) d

dy
La hipétesis de delimitacion de la funcion A asegura la existencia de una
probabilidad estacionaria ®@.(y)dy para Y bajo P" que es la Gnica densidad de

solucién probabilistica de la ecuacion £, @, =0 donde £, designa el adjunto de

de

L, , en efecto, introducimos una funcion £:R — R tal que vzd—y—s(y)g =0, por

ejemplo

é(y)=exp{—(m2:,¥)z —Jj_gx(y)J

donde A es una primitiva cualquiera de . Ahora es facil verificar que:

v d d
& —?d—y(fﬂ

de donde deducimos:

“-valiale)

Estd claro que & es una solucién de £,.£=0, integrable puesto que A es

delimitada, y las Unicas soluciones con posibilidad de integracion de esta
ecuacion son los multiplos de &, si bien que:

—(m_zy)z—mi(y)J

CD*(y)zJ*exp[

2V v
donde
-1
[ [ oo _(M=Y)"_~2e ~
J*[Iwexp[ Ty A(y) dy

Vemos que @, es una correccién de orden Je con relacion a ®. Definimos
entonces:

1) La media de una funcion contra esta probabilidad estacionaria:
(9). =] a(y)e.(y)dy



2) La volatilidad de pricing medio o, :

Ef:<f2>*

3) Lasolucién P, :[0,T|xR - R de la EDP:

{ﬁ“ ()R =0 (1.4.3)
vx>0,P (T -x)=h(x)

4) La funcion 4. solucion de £, ¢, = f°~(f?)
5) El término de correlacion:

26,

6) El término fuente:
82P* o°P;

22 (t,x)+x° 6x30 (t,x)}

7) Lasolucién Q; :[0,T|xR, - R de la EDP:
fos ) =H (1.4.4)
vx>0,Q/(T,x)=0

8) La funcion Q" (t,x)=P; (t,x)+Q; (t,x)

9) El proceso estocastico N, =e™"Q"(t, X, )

H(t,x) =V, (Zx

1.4.3 El precio corregido como aproximacion martingala

Vamos a demostrar que para los términos de orden & cercanos, N es una
martingala P" de valor terminal e‘rTh(XT ) Recordemos que el valor de la opcion

V, de la opcion, definida por 1.4.1, es caracterizado por el hecho de que (e‘“vt)

es una martingala P"de valor terminal e"h(X; ). De esta forma habremos
mostrado que:

V,=Q'(t,X,)+0(e)

lo que permitira de interpretar Q (t, X,) como el precio de la opcién con primer
orden.

Es facil ver que N; :e‘”h(XT ). Sin embargo, es menos facil mostrar que N es

una martingala P°, con O(g) cerca. Para eso usaremos la férmula de Ito,

asumiendo a Q como suficientemente regular, y las definiciones de la seccién
anterior:



e"dN,
=dQ"(t, X,)-rQ"(t, X,)dt

{f(nxt)%f( ¥ xe8Lx,)- (Q*(t,xt)—xtag:(t,xt)Ddt

ox?

FE(Y,) taa(i (t, X)W’

2[%S(Z)Q*(tlxt)+%(f(yt) )Xza(;? (t.X )jd

FE(Y,)X aaQ (6 X, )W,

: 1), o2 =2\, 0Q o .
:[H (t,Xt)+E(f(Yt) -ot )X, a—i‘g(t,xl)jduf(Yt)Xta—?((t,Xt)th

es suficiente ver que:

j;[H*(S,XS)+%(f(YS)Z )x2 8;? (s, X )jds=martingala—IP>* +0(¢)

como.

06 (1) =2 £,8) (4 05+ 2 1, )0

tenemos:

1jt(f (v, ) —Ef)xf a;)((g* (s, X,)ds

_1 262Q
= j Lo )( o (s:X,)ds

;j xzaan (s, X )(gd¢(vs)—v\/ﬂ¢;(vs)d2:)

-
=martingala-P" +EJ'0 X?Z aa)g (s, X,)dg.(Y,)

. . . VW2 t,,0°Q" - o
(suponiendo que la martingala-P"local — > fo = (s,X,)p.(Y,)dZs sea

una verdadera martingala-P"). La trampa en la que no debemos caer seria de

creer que %I; XZ—— oq —(s,X,)dg.(Y,)=0(¢). Ciertamente ¢,(Y,)=0(1), conocido

8 2

2
como XjﬁQz
OX

*

(s,X,). Pero las variaciones infinitesimales de Y,, y por

consecuencia aquellas de ¢, (YS), son infinitamente grandes cuando ¢ se vuelve



infinitamente pequeno, de orden i. A menos que los dos brownianos W™ y Z

N

que gobiernan respectivamente X e Y sean independientes, esto genera un
tejido infinitamente grande entre el integrante y el proceso contra el cual se ha
integrado:

o) S 6

OX
P2 Py

- T f(Ys)g/iL(YS)(ZXf 7

X363P

Hox) xS ) |

en efecto:

dg. (Y, ) =. ds+%¢'(Ys)d2:
y:

*

2
d (Xf 68;) (s, Xs)j =..ds

, 0°P) , O°P

0 (8, X, )+ X 5730(5’ xs)jdvvs*.)

+ (Y, )(ZX
por lo tanto, integrando por partes:

X255, X 0 (Y,)

SKAL (xzazQ*(s,XJ]

_p2 . , O°P, , O°P)
T f(Ys)¢*(Ys)[2Xs 6)(2( X, )+ XS o~

pV\/E 0°P

~o-22 1 (w)a v 2x:

(50 |
(s,XS)]ds

* *

o°P,
,X X3 0
(S S)+ N aX3

Para ver que la primera integral es un O(1), podemos ya sea escribir

62Q o'Q
2 2

X, (t X )¢ (Y) X, %
de Y en el elemento diferencial no trae consecuencias ya que el integrado (el
proceso idénticamente igual a 1) tiene variacion finita y genera un tejido nulo con
el elemento diferencial. Para la segunda integral, es suficiente recordar que Y
esta ausente del elemento diferencial y que el integrado ¢, (Y,) es un O(1).

(0, X,)¢.(Y,), 0 ya sea recordar que la presencia



Por consiguiente:

_[;(H*(s, xs)%( £(Y,) —Ef)xj a;g* (s, xs)jds

i 0%} R
S )| 2x: s S s o
+L:H*(s,xs)ds
o:
282P* 383P*

‘ ' ' 282P0* 383P
f L<f<Ys>¢*<Ys>—<f¢*>*>[2Xs S (5X) X TR (s X J"
= ,01//%/; {O(JE )} (Efecto de media o teorema ergddico)
=0(¢)
finalmente:

tf 1 2 —2)\,,0Q . .

.[0 H™ (s, XS)+E( f(Y,) —a*)xs v (s, X,) [ds = martingala-P" + O (&)

Que es lo que se buscaba demostrar.

1.4.4 Encontrando el precio P, +P;

El precio P, + P: obtenido por el método de la EDP es la solucién de la EDP:
Ly (0)(P+P:)=H (LX)
vx>0,(R, +P:)(T,x)=h(x) (1.4.5)

El precio P, +Q, obtenido por el método de la martingala, es el mismo, la
solucion de la EDP:

Los (o) (R +Q) = H (t.x) (1.4.6)
vx>0,(P, +Q)(T,x)=h(x)

Los términos de las fuentes tienen las expresiones:

(t.x)

2 3
H (t,x)=V,Xx aﬁxP (t, %) +V,x? %XP

donde:



Ly (o) =0y Ry(T,x)=h(x), y

2p* 3
H*(t, X) :V3*(2x2 aa;O (5,X,)+ % 56)? j(t,x)

donde:

Ly (E*) P, =0y P/ (T.x)=h(x). Vamos a mostrar que, al primer orden, los dos

precios son coincidentes:
P +Q =P, +P1+0(¢)

Para esto, es suficiente demostrar que, en O(¢) cerca, Py +Q; es la solucién de

la ecuacion 1.4.5. Las condiciones terminales de las ecuaciones 1.4.5y 1.4.6
siendo idénticas, es suficiente con probar que:

Los ()P +Q) = H (t.x)+O(z)
Para esto, damos los desarrollos limitados en Ve dé Ly (E*) y H (t,%).

Desatrrollo limitado de £y (E*)

Como:

o[l

- o) - e 225y

[e| -0 12 Sy ooy

=[x —(mz_vzy Ly - Jj_gf: X(y)exr{—%}ﬂwo(g)

=M[1—%X+o(g)].

tenemos:
- 1—‘/ZX+o(g)
N2V Vv



> (y)- J*mexp[—gx(y)} (1.4.7)

(9). = r: g(y)®.(y)dy (1.4.8)




hemos integrado por partes, por consiguiente,
2

Gi=0 —V 28</\¢'>+O(8),

de donde:

X —2 (1.4.9)

Desarrollo limitado de H™(t, x)

De acuerdo a 1.4.8, tenemos:

. pWe .
V3:p7<f¢*>*

:pil/%/g<f¢;>+o(\/2).

Esta ecuacion es facil de ver usando 1.4.7 y 1.4.8 que:
(te)=(19)+0(Ve),
de donde:

v, = pi’/*i/;<w'>+o(g)=v3+o(g).

Por otro lado, la cantidad [1, = P, — P, verifica la EDP:

L (3)11, :%Ww P o(e)

Con una condicion terminal nula, entonces H0=O(\/E), e PO*:P0+O(«/;).

Por consecuencia,

2p* 3p*
H™(t,x) :V;[2x2 6@;’ +x° aa;? j(t X) (1.4.10)

2 3

:(v3+o(g))(2x2 C (xS (t,x)+o(JZ)j

OX

2 3

:V3[2X2 5@ XF} (tx)+% aa XF} (t, x)j+0(g)

Conclusioén:

Poniendo de un extremo a otro 1.4.9y 1.4.10, obtenemos



Ly (o)(R+Q))
_ (P +Q;

_ S(a*)(PO*+Q:)+VT</\¢'>X2%+O(5)

wWe, L0 (R +Q)

AR

o°P o°P v L L0 (P +Q)
=V3(2x2 axzo (t,x)+x° 8x30 (t,x)j+ \/;</\¢>Xz%+0(8)

=H"(t,x)+ +0(¢)

Pero, PO*+O(\/;) y QI:O(\/E), entonces:

Los(o)(P+Q))
0°P, o°P,

:V3[2x2 = (t,x)+x° = (t,x)}+T</\¢'>x2?+O(5)

2 3
= (szz 58;0 +Vx® ZXIZO ](t x)+0(¢)

lo que concluye la demostracion
1.5 Calibracion

El modelo introduce gran cantidad de parametros (a, 8,m, p, 7, f) pero solo tres
son suficientes para determinar el precio corregido y las estrategias de cobertura
estudiadas; o,V, y V,. Estas son funciones de (a,f,m,p,7, ). Fouque,
Papanicolaou & Sircar aseguran que todo proceso ergodico Y y toda funcion
f e 2 llevan a la existencia de los tres parametros o.,V, y V,. En la practica es
esencial de poder estimar estos parametros. Podriamos buscar los E,VZ y 'V,
tales que el precio corregido:

(R+Bu)(t,x) =By (t,3)~(T _t)(vzxz %ZXP (t,X) 4V a; XF;O (t, X)J

es decir, “lo mas préximo posible “de los precios observados, por ejemplo, para
una opcion de compra clasica. Elegiremos trabajar con las volatilidades
implicitas, que son una forma de representar el precio a través de Black &
Scholes.

1.5.1 El precio corregido de la opcion de compra

En esta parte, veremos el caso particular de una call de vencimiento T y de
precio de ejercicio K:h(x)=(x-K) . Admitamos que tenemos el derecho de

aplicar los resultados anteriores, a pesar del hecho de que h no es de la clase



C?. Deseamos dar el precio corregido de C, +C, de lacall. C, es el precio de la

call Black & Scholes para la volatilidad o, por consiguiente,

Co (t,X) =Cs (XK, T;0) = XN (d, ) -Ke "IN (d ) (15.2)
donde:
In(x )
T ) 1—
0, -—Ke ) 15
o~NT —t (152)
In( X j
—r(T-t) _
d_= Ke —EO' T-t
oNT -t 2

2
y N(d)=| g(u)= %exp(—%}. Tenemos:

1
t,X :_—>O
OX ( ) XoNT —t

aacxo (tX)=N(d.)>0
0°C, 1
t, =7 d O
52 (LX) Xgﬂg( .)>
0°C, 1

1 '
W(t,x)=mg(d+)+mg (d.)

- 99 (g 15

—2
xX’o (T —t)
El precio corregido de primer orden de la opcién de compra es entonces:

(Co+Ca)(t.x)=xN(d,)-Ke""IN(d _)

) %((Vz =V, )E\/Ti_t —Vqd, )

1.5.2 Superficie de volatilidad implicita

Buscamos desarrollar la volatilidad implicita bajo la forma:
L(t,%) =1y (t,X) + el (t,x) + &1, (6, x) + evely (6 X) +...

Lo que deseamos es calcular los dos primeros coeficientes |, e 1,. Por
definicion, la volatilidad implicita,

Ces (LXK, T (t,x))=C™,



Si usamos nuestro modelo de mercado con volatilidad estocastica, tendremos:
Ces (LXK, T3 1(t,%)) =Cy (1, x)++/eC, (t,X)
+£C, (t,X)+&eCy (t,X) +..
Desarrollamos el término de la izquierda:
Cas (LXK T3 (%)) =Cog (£, K, T3 15 (1, X)) +

el (tx) L

O

(LXK T 0 (X)) +...
La identificacién de los términos da:
lL(tX)=0

y
c.(tx)

Il(t’x)z —
aC—Bs(t,x;T, K;a)
oo
Es mas facil de trabajar con la cantidad 1: =+/¢l,. Como:
oC K To) =
a—:(t,x, K.T;o)=xJT -tg(d.),
se tiene:
Tl(t,X):M
x~T —tg(d,)

909 (v, V) odTE v, )

o

xT -tg(d,)
1 d

_ _;((Vz V)V g= J

El modelo ergddico de volatilidad estocastica genera entonces un smile:

1(t,X) = g_i[(vz V)V, ng+__tj+o(g)

(e}

si explicitamos d, , obtenemos:

I(t x):g—l V, -V [L+§j+v In—; +0(¢)
' o 2 3 52 2 3;2(1_ _t)



Cuando estudiamos la superficie de volatilidad implicita, nos estamos
interesando en la dependencia en (K,T) de esta expresion. Ella es del tipo:

K
In(]
(K,T)—>aT—X+b+O(g) (15.3)
con:
(o}

(15.4)
b =E—1£v2 -V, (_inD
2 PO

V, y V, son pequenas, de orden Je , entonces a es pequefiay b es proxima de

o.

En la practica, solo observamos la superficie de volatilidad implicita empirica (en
realidad no disponemos de algunos puntos), buscamos a y b de forma que la
ecuacion 1.5.3 calce al menos con la superficie de volatilidad implicita empirica
e invertimos el sistema 1.5.4:

—3
V,=-aoc

v, =;(g_b_a(r+§52jj

Debemos tener previamente medida la volatilidad media o, por ejemplo,

. - . - . AX
estudiando estadisticamente la varianza de los rendimientos empiricos ~

Observemos que, si nos detenemos en el primer orden, la volatilidad implicita
prevista en el modelo de volatilidad estocastica es una funcion monétona de K,

proporcional a In(K). La aproximacion al primer orden no permite generar un
smile, es decir, una curva convexa decreciente y luego creciente. La volatilidad
implicita 1.5.3 es convexa en K siy solo si a<0 es decir V,>0. En este caso,

la aproximacion al primer orden de la volatilidad implicita tedrica es una funcion
convexa decreciente que tiende al infinito cuando K tiende a 0. Para poder ver
aparecer un smile, es necesario llevar el desarrollo al segundo orden.

1.6 Simulaciones numéricas

La hipotesis oc>>_|_L permite obtener un desarrollo limitado, 1.5.3, del smile;

ella permite explicar los smile de amplitud débil, del orden de i. Debemos

Ja



. 1
entonces considerar valores de « del orden de Tt No podemos usar el

desarrollo limitado 1.5.3 y evidentemente no tenemos una formula cerrada para
el precio de la call. Vamos a efectuar simulaciones numéricas. Busquemos que
valorizar numéricamente el precio de las opciones y de las volatilidades
implicitas, ya sea por la discretizacion de la EDP de valuacion, o por el método
Monte Carlo.

1.6.1 Esquemas numéricos para la EDP de valuacién
Método

Recordemos la EDP verificada por el precio P(t,x, y) de la opcion europea de
madurez T y de pay off H =h(X;)eL*(P", % ):

P 1 2 0P W2 V2 %P
X.) f(Y.) — X f(Y, —
at+2( t) ( t) aXZ +p\/; t ( )axay & ayz

oP 1 oP v\/_ aP
(X&_P) 2" Y)ay 7y

con la condicion terminal P(T,x,y)=h(x).

Si ponemos Q(t, X, y) = P(t,ex, y) entonces la funcién Q es la solucion de la EDP

Q f & [, f|Q 4,1 R
a2 {r > o (MY,
v7Q W2 o0 w2 Q

+g Y +p\/; f(y)axay 7 (te y) =0

con la condicién terminal Q(T,x,y)=h(e*)

Suponemos a continuacion que A=0. Sale de reemplazar f(y) por f(y+m),

podemos elegir m=0; y estara entonces centrada alrededor de 0, y la EDP se
escribe:

@+Ly)zaz_Q+[r_Ly)2J@_rQ

ot 2 OX? 2 OX

oy oy Pz (y)axay

Nos situamos en las dos direcciones del espacio: buscamos una aproximacion
de Q(t,x,y) para xel-l, L[ y &]-l,.1,[ . Se trata de elegir convenientemente

1aQ v oQ vf 0

I,y I,. Enseguida hacemos la discretizacion en el espacio. Consideramos N,



puntos repartidos uniformemente sobre |-I,,L.[ y N, puntos repartidos

2l
uniformemente sobre |-I,1,[ . Llamamos h, = NZIX LY h, = v y ;@ los pasos
+ +

X y

de discretizacion espacial y ponemos:

X, =—1, +ih,

Yi :_Iy + jhy
para (i, j)e{01...N, +1}x{o,1...,N,+1}. Entonces x,=-I,,XN,+1=I,. Para
(i,j)e{8,..N,}x{1,...N,}, ponemos [i, j]=(i-1)N, + j . Estamos buscando una

familia u(t) de vectores de talla N,xN, tal que u; , (t)zQ(t,Xi,yj). Para hacer

eso, usamos derivadas discretas centradas y segundas derivadas discretas,
usando las correspondencias:

u[i+1,j] _u[i—l,j]
2h,
U i) ~ 25557 + Yyioa )
h2
u[i,j+1] _u[i,j—l]
2h,
Ui g ~ 2Ug557 + Ui g
2
hy
u[i+l,j+1] - u[i—l,j—l] - u[i+1,j—1] + u[i—l,j—l]
ahh,

El operador espacial discreto es entonces una matriz A de talla N,N xN N,
tridiagonal por bloques, cada uno de los bloques de las tres diagonales son ellos
mismos tri diagonales. Mas exactamente, si usamos las condiciones nulas de
Dirichlet, podemos descomponer la matriz (usaremos D por Dirichlet) A= A® en
N7 bloques (A, )1<i<N, 1<k <N, detalla N xN,:

AL A AN

AzD,l AzD,z--- Azr,)NX
A=AP =

Ava A A,

Si |i-k|>1, A eslamatriznula. A7, es tri diagonal y tiene por coeficientes:



5 _ pwW2i(y)
(A”*l)j,j—l_ 4\/thhy ’

(A%,) = f(y) _ 1X[r f(;’j) J

i 20 2h

D _pV\/Ef<yJ)
N

A’ es tri diagonal y tiene por coeficientes:

(), 1= g0t o

i 2eh eh?

y, Vv
(A?%wlz_ze%y+5?"

y

Finalmente, A7, es tri diagonal y tiene por coeficientes:

D _ pV\/Ef(yj)
(A'i+l)j,j—l __Thxhyy

() af _fln)

X

D _pV\/Ef (yi)
N

i)

Se trata ahora de que las variables sean discretas en tiempo. Se nos ha dado
6 <[0,1], un entero M >1, un paso de tiempo k=T /M vy, inspirdndonos en la

ecuacion 1.3.13, buscamos una familia de M +1 vectores u",0<n<M de talla
N,N,, tal que ', =h(e*) y, para 0<n<M -1,

X y!

n+1 n

u  —-u

+OAU" +(1-0) AU =0

lo que se escribe:
Bun — Cun+1
con:

B=1-koA C=1+k(1-0)A



Numéricamente, invertimos la matriz B por un método iterativo. Esto solo se
puede hacer (acd trabajo con la norma | | ). Para veR? || =max,_4[v|) si

k«9||A||<1 Por lo tanto sera necesario tomar un paso de discretizacion temporal
lo suficientemente pequefio.

En el caso de las condiciones nulas de Neumann, la matriz A= A" (N por
Neumann) se escribe:

Ao+AL A AN,
Ay A Ao,

N N N N
ANx,l Ao ANX,NX +ANX,NX+1

X1

donde, para todos los i,k

Bajo reserva de convergencia del esquema numérico, u[? ] €suna aproximacion
de Q(O,xi,yj).
Resultados

Hemos usado las condiciones nulas de Neumann. Las funciones se prueban
f(y)=me’, f(y)=m'(m+y) y f(y)=m'|m+y]|. Si probamos con
a=0.1,110, p=-0.8,0.8. Y v=0.5. Obtendremos la superficie de precios y la
curva del smile.

1.6.2 El método Monte Carlo

Definicion Aca también suponemos A =0 y, cambiamos f,m=0. La ecuacion
diferencial estocastica se escribe asi:



dX, = X, dt+ o, X,dW,
o, = f(Y,) (1.6.1)

dY, = —aY,dt+ BdZ.

Nos damos M >1 sin tiempo: ponemos At=T/M vy t =nAt. Dicho de otra
forma, consideramos la sub division regular:

0=t, <t <t, <..<ty,, <t, =T

del intervalo [O,T]. Podemos hacer discreta la formula 1.6.1 de varias maneras.

La mas simple consiste en considerar el esquema de Euler (th,Ytn)O y
<n<

definido por:

Yt —Ytn :I'Yt At+f(Ytn)7tn\/A_tén

n+l n+l

(13.6.2))

Y. —Y, =—aY, At +IB\/E(pén + 1—p2Gn)

tn+—1

donde (Gn)
aleatorias independientes con la misma ley gaussiana centrada reducida.
Observemos que la dinamica de Y es auténoma.

y (Gn) son dos espacios independientes de variables
0<nsM -1 0<nsM -1

Errores estadisticos y de trayectorias Lanzamos N simulaciones de trayectorias
de acuerdo a la formula 1.6.2 y estimamos el valor en t =0 de la opcion de pay

off H=h(X;) por la media empirica e”%ziN_lh(Y?)

). Haciendo esto se
cometen dos errores:

1.- Un error de naturaleza estadistica, de orden 1/\/W:

ﬂ&zflh(ﬂ”)—w[h(% )D > N(01)

(o}

en la ley cuando N tiende al infinito, donde UZ:Var[YT] En realidad,

cometemos también un error sobre o° que lo estimamos al mismo tiempo que
E [h(YM )] por la cantidad:

o2 =%zi“lh(x})z—(%zi“lh(m)zj

Sin embargo, constatamos en la practica que o> converge rapidamente hacia

un limite que parece depender poco del paso del tiempo At. Esto nos permite
20

JIN

controlar el de error estadistico, uniformemente en At.



2.- Un error de discretizacion temporal ‘E*[h(YT)J—E*[h(XT )]‘ , de orden

At=T /M. Como los coeficientes de nuestra difusién bidimensional son
lipschitzianos, podemos mejorar facilmente este factor de discretizacion por una

cantidad de orden /At usando los resultados de convergencia L? y tendremos
casi con seguridad:

. — 2
3C>0,vYM >1E [supoggM [Xix,| }scm,
1 © ~,7 *
Va <M SUPq.e X1k, [ > M0 P —ps

En realidad, lo podemos hacer mucho mejor. Bajo las hipétesis de regularidad
sobre los coeficientes de difusion y sobre el pay off, Talay & Tubaro muestran
que:

B | h(Xr)|-B [h(X;)]=Cat+0(at") (1.6.3)

donde C es una constante dependiente de los coeficientes de difusion. Los
valores iniciales x e y de X yde Y, del pay off h, de T, pero independiente

de At. Talay & Tubaro introducen las hipotesis:
e (HO) Los coeficientes bx(x,y),o,(x,y).b,(x,y) y o,(x ) de ladifusién

son funciones de C” donde todas las derivadas son delimitadas
e (H1) El pay of h:R* >R es de clase C” y para todo multi indice y de

derivacion,

IpeN,3C, >0,¥(x,y) R [0,h(x y) <C; (1+||x, yllp)

Entonces (HO)-(H1)implica 1.6.3. Pero para un call o un put, (Hl)no es

verificada. Por otro lado, (HO0) no es verificada para el caso f (y)=me’.

Los mismos autores introducen otra hipotesis (H2)que asociada a (HO)es
suficiente para obtener la ecuacién 1.6.3 solamente para los pay off medibles y
delimitados. Lo que permite tratar el caso de la put.

Es entonces natural elegir N y M de forma que N =~ M?, es decir para que los
dos errores sean del mismo orden. (falta calcular la constante C,, como factor

de At).

Reduccion de la varianza Uno mejora la velocidad del calculo usando cualquiera
de los dos métodos de reduccion de varianza:




1.- El uso de variables antitéticas? divide por cuatro las llamadas a la funcién
random: si lanzamos N /4 simulaciones de cuatro juegos de trayectorias
obtenidas via los dos cursos independientes de gaussianas centradas reducidas

independientes (Gn) usando respectivamente los cursos

0<n<M -1 y (GH)OSnSM—l
1(—én,én) y(—/én,—én)ognm_l que tienen

(én ' é" )OsnSM—l ’(én ' _é” )
todos la misma ley.

0<n<M -1 0<n<M -1

1 .
2.- En el caso en que « es grande frente a e sabemos que el precio de la

opcion es cercano de la solucion P, de la EDP L (5) P,=0 con la condicion
terminal P, (T,x)=h(x). Sidisponemos de una férmula para P,, podemos reducir

la varianza introduciendo el movimiento browniano geomeétrico X

dX P = rX2dt+ o X =dwW,, Xo=

y tomando en cuenta que:

B[ h(Xr) |=B [ h(Xr)-h(Xp) |+ R (0.%)

Esperamos que Var[h(YT )—h(X )} <Var[h( )} Podemos introducir un

X
parametro g que minimice Var[h( } y escribir:

B | h(X: )}:E*[h(YT)—qh(XTbs)}rqPo(O,x)
La mejor q posible es:
i cov(h(YT),h(XTbS))
Var[h(xfs)}

que la podemos estimar en la simulacion. Atencion, si estimamos ¢ durante la

(1.6.4)

simulacion, digamos por gN, esta ultima es funcion de todas las corridas

gaussianas, entonces correlacionado a Xt y X{°.

Por consecuencia, las variables aleatorias:

h(x?)) GNh(X0)

2 variables antitéticas se llaman a dos conjuntos muy especiales de torrentes (streams) de niimeros
pseudo aleatorios: ul, u2, u3, u4, u5 ... y su complementario (1-ul), (1-u2), (1-u3), (1-u4) ..



no son necesariamente independientes, el estimador:
1 N rval) ~ bs(i)
WZH(h(XT )_qph(XT ))

aca todavia, q, es una variable aleatoria. Es necesario tener en cuenta su
varianza para determinar un intervalo de confianza relativo al estimador de
arriba.

En fin, podemos escoger a priori un q determinista (por ejemplo q=1). En ese
caso, la estimaciéon del intervalo de confianza puede estar lejos del mejor g
posible.

Igual para los pequefios valores de «, podemos darle un valor de o y aplicar el
meétodo. En la practica, para q=1y a =1, observamos que la varianza se reduce

de un factor 8 aproximadamente, y para una larga gama de c.

Extrapolacion de Romberg Bajo reserva que el error de discretizacion es de
orden At, es decir que si hemos desarrollado bien 1.6.3, podemos aplicar el

meétodo de extrapolaciéon de Romberg: estimamos E”[h(YT )} para dos valores

del paso del tiempo, At y At/2,y deducimos una estimacion de:

)

Z* es una aproximacion de orden 2 en tiempo de E*[h(XT)] ya que 1.6.3

implica:
ZM —E*[h(??t)} =0(At?)

Para medir numéricamente este error, es esencial poder estimar la constante en
factor de At®. Para hacerlo, suponemos que disponemos un desarrollo limitado

E*[h(ﬂt)}—E’*[h(xT )| = CiAt+C At +o( At?)
Entonces como existe un C, tal que:
Z;' ~E"[h(X;)]=C,At* +0(At?),
y
78 782 _ 3¢ At +o(At?)
T T 4 2

Esto nos permite de estimar a posteriori el error debido a la discretizacion
temporal C,At* por:



CZAtAtz =%(ZTAI _ZTAt/Z)

En la préactica, por ejemplo, para estimar la put europea de vencimiento T,

e Fijamos un gran nimero de tiradas N

e Nos damos un paso de tiempo minimo 6 >0

e Inicializamos At a T

e Para este valor de At, estimamos la put por la media empirica ZJ' que

estime Z y estimamos el radio

o o |Var[zZy] o
& =2 T del error estadistico

e Dividimos At por 2, y recomenzamos las operaciones de la linea
precedente, y calculamos

CQtNAtZ :%(Zﬁt —Zﬁ“z)

e Nos detenemos en el momento en que C, | At* <¢.' o cuando At<§. En
efecto, los valores de C,\At’ inferiores a & no tienen ninguna

significancia ya que el valor que se calcula tiene una precision de +¢&’*.

Observemos que salvo para aquellos grandes valores de At, tenemos & ~ &

Obtenemos entonces un error estadistico uniforme en At.

Al final, tendremos un poco de tiempo en Aty tendremos confianza en la
estimacion

At At
Zy *2¢,
Para la put, esta estimacion del error es:

e Globaly,
¢ No asintotica

1.7 Perspectivas

El verdadero gran problema es el de la calibracion de este modelo. Hemos
mostrado como calibrar el modelo en el caso que « es grande, a través de los

tres parametros oV, yV,. Pero generalmente las smile empiricas invalidan esta

hipotesis en «. Es necesario entonces, luego de haber supuesto A=0 por
ejemplo, encontrar los valores de a,m,v, p,Y, y la funcion f que permiten, con

el auxilio de computadoras, encontrar el smile empirico observado el dia de hoy.
Podremos, fijar v y f -entonces m -y buscar los tres parametros a,p y Y, que

nos permitan acercarnos de la mejor manera al smile del dia de hoy.



