FACULTAD DE
CIENCIAS ADMINISTRATIVAS
Y RECURSOS HUMANOS

MEDICION DEL RIESGO DE VALOR FUTURO
WORKING PAPER

Eduardo Court M.
Universidad San Martin de Porras
Escuela de Post Grado



En los ultimos afios se ha prestado una atencion cada vez mayor a los métodos que permiten asociar
una medida cuantificada a un riesgo, posiblemente derivado de una situaciéon financiera o
contingencias aseguradas por una compaiia de seguros, incluyendo estos ultimos riesgos mayor
variedad, como desastres naturales, pandemias o riesgos industriales.

En general, un riesgo es un evento que puede ocurrir o no (es decir, un evento aleatorio) y tiene
algunas consecuencias adversas. Es natural modelar el riesgo como una variable aleatoria que
representa la cantidad aleatoria de pérdidas que puede experimentar una empresa. Se puede
suponer que las variables aleatorias que modelan las pérdidas por riesgo no son negativas (similar
al riesgo de seguro). En general, el riesgo se puede definir como una variable aleatoria que
representa un valor futuro, pero nos enfocamos en el riesgo de pérdida., sin ganancias.

1 Notaciones y definiciones

Considere un espacio de probabilidad (Q,A, Pr) . Donde:

e Q) representa el conjunto de todos los escenarios posibles;
e A esunatriby;
e P es una medida de probabilidad.

El valor futuro de un escenario es incierto y puede ser representado por un v.a. X . Esta es una
funcion de todos los escenarios posibles a los numeros reales, X : Q —> R.

Definicién 1.1. (riesgo) Sea (Q,A) un espacio medible donde ) es el espacio de resultado y A

es la tribu definida anteriormente. Un riesgo es una variable aleatoria definida en (Q,.A) i

Los elementos X de X’ son variables aleatorias, que representan pérdidas. Sea X’ el conjunto de
variables aleatorias de pérdida real definidas sobre un espacio medible (Q,A) . X contiene las

constantes y es estable por suma y multiplicacion por un escalar.

Como su nombre indica, una medida de riesgo cuantifica el peligro inherente a un riesgo

representado por un valor aleatorio X (medir riesgos significa establecer una correspondencia entre
la variable aleatoria que representa el riesgo y un niumero real no negativo).

Definiciéon 1.2. Una medida de riesgo p(X) (posiblemente infinita) es una p funcional que asigna

un valor real a la variable aleatoria X de las pérdidas asociadas con un riesgo tal que:
pX—>R (1)

Dada esta definicion de riesgo, expectativa, varianza y momentos de orden superior, las medidas
basadas en cuantiles como el VaR vy las expectativas condicionales como el CVaR son todas
medidas de riesgo. Si X > 0 tenemos una pérdida y si X <0 tenemos una ganancia.

Hay muchas medidas de riesgo introducidas en la literatura y la practica, y elegir una medida de
riesgo puede resultar dificil. Un enfoque para abordar el tema de la medicion del riesgo es comenzar
con una lista de propiedades que debe satisfacer una medicién del riesgo.

Para satisfacer la necesidad de principios teéricos y practicos, es habitual que una medicién de
riesgo verifique una serie de propiedades. En el articulo fundamental de Artzner & al [1999]. Se
introdujo una lista de propiedades axiomaticas para una buena medida del riesgo. La verificacién de
estas propiedades conduce a la nocion de una medicion de riesgo coherente.



Definicion 1.3. Se dice que dos riesgos X,Y son comonoténicos si existe un v.a. z y funciones

no decrecientes h,, h, tales que X =h, (Z),Y =h, (Z) En particular, los riesgos comonotonicos
siempre se pueden representarpor X = F,, ! (U ) , Y = F{l (U ) , donde U es unv.a. de fdr uniforme

yFo() v F () Eselfdrde X e Y respectivamente.

Definicion 1.4. (Comonotonicidad) Se dice que dos variables aleatorias con valores reales X e Y
en (Q, F ) son comonotoénicas si

(X(a))—X(a)'))(Y(a))—Y(a)')) >0,V (w,0)eQxQ

Proposicioén 1.5. Para dos variables aleatorias con valores reales X e Y en (Q, F ) , las siguientes

condiciones son equivalentes:

i X e Y son comonoténicos,
ii.  Existe unv.a. Z en (Q,]-" ) y dos funciones no decrecientes f y g en R tales que

X=f(Z)eY=g(2).

Definicion 1.6. (invariancia de la ley) Una medida de riesgo p:X — R que satisface
p(X ) = p(Y ) paratodo X,Y € X talque X e Y tienen la misma distribuciéon por debajo de P

se denomina medida de riesgo de invariancia en ley.

Definicion 1.7. (Convexidad y concavidad) Una funcién  , definida sobre un intervalo I, es

convexa sobre I sila parte del plano ubicada sobre la curva es convexa, es decir, si algtin arco de
Su curva representativa se ubica debajo de la cadena correspondiente. Esta definicién se traduce
en:

1//(kx1 +(1—k)x2)£kl//(xl)+(1—k)w(x2)
Vte [O,l] y Vx,,x, €l .Si =y esconvexo, ¥ se dice que es concavo.

Para las definiciones de todos los axiomas, X e Y son variables aleatorias que representan la
pérdida, c € R es un escalar que representa la pérdiday p es una medida de riesgo.

Axioma 1. Invarianza de traslacion: para cualquier constante c,p[X+c] = p[X]+c ;

Axioma 2. Monotonicidad: si X <Y para todos los resultados posibles, entonces p[X] < p[Y];
Axioma 3. Homogeneidad positiva: para cualquier ¢ real positivo, p[cX] = cp[X].

Axioma 4. Subaditividad: p[X +Y]< p[X]+p[Y];

Axioma 5. Convexidad: VX,Y € X

plIX +(1-k)Y |<kp[X]+(1-k) p[Y] (2)



Axioma 6. Invarianza en la ley:
X=y= p[x]=p[7] (3)
Axioma 7. Aditividad comonotonica:
p[X +Y]=p[X]+p[Y] donde X,Y son comonotonas (4)

Artzner & al. [1999] analizaron las medidas de riesgo y establecieron un conjunto de axiomas que
deberian ser deseables para cualquier medida de riesgo. Se dice que cualquier medida de riesgo
que satisfaga estos axiomas es consistente.

Definicion 1.8. (medida de riesgo consistente) una medida de riesgo p[X] se dice que es
consistente si satisface las propiedades

1. Invarianza por traduccion,
2. Monotonicidad,

3. homogeneidad positiva,
4. Subaditividad.

Esta definicién axiomatica es la piedra angular de una teoria muy rica que extrae sus modulos del
analisis funcional y tiene interesantes interpretaciones econémicas.

Interpretacion de los 4 axiomas:

Axioma 1. Este axioma significa que agregar una cantidad fija al riesgo cambiara el valor de medida

del riesgo en la misma cantidad. Esto entonces garantiza que p[X—p[X]] =0.
Axioma 2. Este axioma es intuitivo y expresa un requisito minimo: si el riesgo Y es mayor que el
riesgo X , entonces las medidas correspondientes deben satisfacer la misma desigualdad.

Axioma 3. Este axioma significa que medir una proporcion ¢ de un riesgo equivale a considerar la
medida de el por la misma proporcion.

Axioma 4. “una fusién no crea un riesgo adicional”, dicen Artzner & al. [1999]. El razonamiento detras
de este axioma es integrar la idea de diversificacion, es decir, la fusion de dos riesgos, X, y X,

con medidas asociadas p[Xl] y p[Xz] creara el riesgo global X = X, +.X, con una medida

p[X] menor o igual que la suma de las medidas asociadas p[Xl] + p[Xz]. Este axioma es mas

conocido porque el VaR no cumple esta condicion en determinadas situaciones.

Otra forma de formalizar una medida de riesgo coherente es el teorema de representacién de una
medida de riesgo coherente:

Teorema 1.9. Una medida de riesgo es consistente si y solo si existe una familia P de medida de
probabilidad sobre todos los estados de la naturaleza, tales como:

,o()():sup{]E}P (X|Pe73)} (5)

Ver Artzner & al. [1999] para una demostracion.



Observacion 1.10. E/ valor en riesgo, aunque se usa ampliamente en finanzas, no es una medida
de riesgo consistente porque no es subaditivo; lo mismo ocurre con la varianza. Por otro lado, el
CVaR es una medida de riesgo coherente.

Definicidon 1.11. Las medidas de riesgo que satisfacen las propiedades (1) y (2) de la Definicion
3.1.8 se denominan medidas de riesgo monetario.

Introducimos aqui una relajacion de la propiedad de coherencia. En efecto, en muchos casos no se
verifica la propiedad de homogeneidad positiva, es decir, el riesgo no crece linealmente con respecto
altamafio de la cartera. Para tener en cuenta el riesgo de liquidez, Follmer y Schied [2002a] proponen
rechazar el axioma de homogeneidad. Al hacer esto, definen un nuevo conjunto de medidas de
riesgo denominadas convexas, que engloban las medidas de riesgo coherentes.

Las criticas a los axiomas de sutileza y homogeneidad positiva han llevado al estudio de medidas de
riesgo convexo (ver definicién 1.7). Una medida de riesgo convexa satisface los mismos axiomas
que una medida de riesgo consistente, excepto que los axiomas de sutileza y homogeneidad positiva
son reemplazados por el axioma de convexidad (Axioma 5).

Si los axiomas (axioma 3) y (axioma 4) se reemplazan por el axioma de convexidad (axioma 5), la
medida de riesgo o se denomina medida de riesgo convexa.

Definicién 1.12. Una medida de riesgo p definida a partir de un conjunto de variables aleatorias

convexas /X con valor real se dice que es convexa (ver Follmer y Schied [2002a]) si satisface los
siguientes axiomas:

1. Invarianza por traduccion,
2. Monotonicidad,
3. Convexidad.

Interpretacion. La propiedad de la convexidad dice que la posicién p[kX+(l—k)Y] €S menos

riesgosa que las posiciones kp[X] y (l—k)p[Y] tomadas individualmente. Las medidas de

riesgo convexo se presentaron y estudiaron por primera vez en (Follmer y Schied [2002b]).
Observacion 1.13.

+ De la Definicion 1.11, por lo tanto, también podemos decir que una medida de riesgo
monetario con propiedad de convexidad como en 1.12 se llama una medida de riesgo
convexo.

* Cuando la medida de riesgo p estd normalizada (es decir, p(0)=0) y satisface la

propiedad de homogeneidad positiva, entonces el axioma de convexidad es equivalente al
axioma de subaditividad. Por lo tanto, la propiedad de la convexidad tiene algunos aspectos
de la disminucion del riesgo bajo diversificacion como para el axioma de subaditividad.

+ Una medida de riesgo consistente es una medida de riesgo convexa. Sin embargo, una
medida de riesgo convexa no es necesariamente consistente porque no puede satisfacer las
propiedades de subaditividad y homogeneidad positiva de la Definicién 1.8. Si una medida
de riesgo convexa es positivamente homogénea, y también es subaditiva.

Como en Artzner & al. [1999] para el caso de una medida de riesgo coherente, damos aqui un
teorema de representacion para la medida de riesgo convexa. Sea X el espacio de funciones con
valores reales sobre un conjunto finito 2,y Q es el conjunto de todas las medidas de probabilidad

en Q.



Teorema 1.14. (Teorema de representacion) Cualquier medida de riesgo convexa p definida de X

a valores en R se puede escribir en la forma:
p(X)=sup(B[-x]-a(Q)) (6)

donde Q es una familia de medidas de probabilidad sobre el espacio de estados de la naturaleza y
a es un funcional sobre Q dado por-:

a(Q) = sup (E[-X])

XeA,

A, ={x e X|p[X]<0}

Tenga en cuenta que el Teorema 1.14 incluye el teorema de representacion para la medida de riesgo
coherente (Teorema 1.9) como un caso especial. De hecho, es facil ver que p satisface la propiedad

de homogeneidad positiva, es decir, p sera una medida consistente de riesgo, siy solo si la funcion

de penalizacién anterior a(.) (Ver Follmer y Schied [2002a]) toma solo el valor 0 y +oo. En este

caso, el teorema 1.14 implica la representacion 5 en términos del conjunto QO = {Q € ’P‘a(Q) = 0}

, y la representacion en 6 se simplifica a:

p(X)=sup(B[-X])

QeP
A continuacién, presentamos ejemplos de medidas comunmente utilizadas en la gestién de riesgos.
2 Algunas medidas de riesgo habituales

2.1 La varianza

La varianza es una medida de la dispersion de una variable aleatoria alrededor de su media. Si X
es una variable aleatoria cuadrada integrable, su varianza se define por:

Var(X)=E| (X -E(X))’ |

2.2 Valor en riesgo

Una de las medidas de riesgo mas populares es el valor en riesgo (VaR), también conocido como
"valor en riesgo".

Definicidon 2.1. Llamamos Valor en riesgo del nivel o € (O,l) el cuantil del nivel «

o



es decir, el VaR es el umbral minimo excedido por X con la probabilidad como maximo 1—c .

El VaR tiene las siguientes propiedades:

. <va<ra[X]Smax[X] para todo ae(O,l);
+ ElVaR es monétono: VaR, [X] <VaR, [Y] si X <Y;
+ VaR es invariante en la traslacion, VaR, [X+c] = VaRa[X] +c;

« ElVaR es homogéneo positivo VaR,, [cX] =cxVaR, [X] .

+ El'VaR es comonoténico aditivo (es decir, no hay diversificacion para riesgos perfectamente
dependientes): si los riesgos X, X,,..., X, son comonotdnicos, entonces:

VaR,[ X, + X, +..+ X,|=VaR,[X,]+VaR,[ X,]+...+VaR,[ X, ]
Las dos ultimas propiedades también se derivan de la siguiente relacion general.

Proposicién 2.2. (El VaR de una funcién de v.a.) El VaRdeunv.a. Y = g(X), donde g() es una

funcion no decreciente de un v.a. X , se puede calcular de la siguiente manera:
VaR,[X]=g(VaR,[X])

A pesar de su simplicidad, la medida de riesgo de referencia, Value-at-Risk (VaR), es duramente
criticada. En primer lugar, el VaR no proporciona informacion sobre la gravedad de las pérdidas mas
alla del umbral establecido. En segundo lugar, el VaR no satisface la propiedad de subaditividad (por
lo tanto, no es consistente) en el sentido de Artzner & al. [1999]. Puede suceder que la diversificacion
conduzca a un aumento del VaR, en particular en el caso de que los v.a. tengan distribuciones con
colas pesadas (medias infinitas). Asi, el VaR de una suma de pérdidas no es necesariamente menor
o igual a la suma del VaR de pérdidas individuales. El VaR es subaditivo para pérdidas distribuidas
elipticamente (ver, por ejemplo, J. McNeil & al. [2005])!. Si bien la medida del VaR indica un solo
punto en la cola de la distribucion, no proporciona ninguna informacién sobre la magnitud de las
pérdidas que pueden ocurrir mas alla del VaR.

El VaR puede dar lugar a una mala interpretacion de los riesgos: por ejemplo, las carteras con el
mismo VaR no estan necesariamente sujetas a los mismos riesgos.

Para cubrir estos inconvenientes, se han desarrollado otras medidas de riesgo consistentes.

! Se dice que una ley continua es eliptica con un parametro de posicion # y una matriz simétrica definida positiva 2, si su
densidad p se puede escribir p(x) = (detZ)iK q((x—y), > (x—y)), donde ¢ es una funcién real con valores

positivos tales que J- q (”y” )dy =1 . Esto puede verse como la generalizacién de una ley de Gauss.



2.3 Valor en riesgo de cola (Tail Value-at-Risk)

Ademas de resaltar la inconsistencia del VaR, Artzner & al. [1999] también propusieron un conjunto
de medidas de riesgo coherentes como una medida de riesgo alternativa: la expectativa condicional
de cola o el valor en riesgo de cola (denominado TCE o TVaR ). Esta medida de riesgo es
estudiada extensamente por diferentes autores en varios contextos, por lo tanto, a veces se define
y se nombra de manera diferente. Wirch y Hardy [1999] definieron la misma medida de riesgo por la
expectativa de cola condicional (CTE ) y seguiremos su terminologia en este libro. Rockafellar y

Uryasev [2000] llamaron a su medida de riesgo el valor en riesgo condicional ( CVaR ); Bertsimas y
col. [2004] denomind una medida de riesgo similar como déficit medio (Mean Shortfall) y Acerbi & al
[2001] estudian una medida de riesgo similar con un nombre aparentemente idéntico (Expected
Shortfall). Seguiremos la terminologia de Wirch y Hardy [1999] (Expectativa de cola condicional (
CTE)) en lo que sigue.

El valor en riesgo de cola (7VaR ) o el valor en riesgo condicional (CVaR ) o incluso el Expected
Shortfall (ES) en a% representa las pérdidas promedio esperadas por encima del VaR para un

nivel de confianza de (l—a%). Refleja el promedio ponderado de todos los VaR calculados a

niveles de riesgo menores o iguales a o . Mejora el VaR teniendo en cuenta el alcance de las
pérdidas. La notoriedad de la que goza esta medida frente al VaR radica en su capacidad para tener
en cuenta pérdidas extremas y raras. Esta es una medida consistente en el sentido de Artzner & al.
(1999).

2.3.1 Definiciones

La expectativa de cola condicional (CTE) en el nivel de probabilidad ¢ , también llamada expectativa

de cola condicional, es una medida de riesgo definida como la expectativa del v.a. X mas alla del
VaR.

Definiciéon 2.3. (La expectativa de cola condicional-Conditional-Tail-Expectation) La expectativa de
cola condicional de unv.a. X ~ F (x) en el nivel de probabilidad ¢ , denominado CTE,, [X ] es:

CTE,[X]=E| X|X >VaR, [ X]| (7)
lo cuél es la expectativa del v.a. X en los casos en que este v.a. toma valores mayores que VaR,
con CTE,[ X]=E[ X|X >VaR,[ X]|=E[X].
Esta medicion verifica las propiedades 2 a 7. En el caso continuo, se verifica la propiedad de

subaditividad (axioma S) y la medicion es consistente. Tenga en cuenta que, en este caso, el CTE
luego coincide con el TVaR y podemos evaluar cualquiera de ellos de manera indiferente.

Consideramos que se supera la pérdida por encima del VaR condicional, es decir:
X —VaR,[X]|X >VaR,[X]

Las medias de este exceso condicional, denominado medida de VaR condicional, se denotan por
CVaR, [X] y se definen de la siguiente manera:

Definicion 2.4. (El valor en riesgo condicional-Conditional Value-at-Risk) El valor en riesgo
condicional de unv.a. X ~ F (x) en el nivel de probabilidad a , denominado CVaR, [X ] CV, es:



CVaR,[X]=E[ X ~VaR,[X]|X >VaR,[X]]
=CTE, [X]—VaRa [X] (3.8)
este es el valor promedio de las pérdidas que exceden el VaR, es decir, es el exceso promedio de
pérdida por encima del VaR.

Definicion 2.5. (El déficit esperado-Expected shortfall) E/ déficit esperado en el nivel ¢ , denominado
ES, [X ] es:

5, [X]=E[ (X ~var,[x]),|

=E[ X ~VaR,[X]|X >VaR,[X]|P(X >VaR,[X])

=(1-a)CVaR,[ X] (3.9)

Esta es la prima de stop-loss, cuya retencion se fija en VaR, [X ] Donde

(x—d), =max(X -d,0),d >0.
y tenemos, de las ecuaciones 3.8 y 3.9

CTE,[X]=VaR,[X]+CVaR,[ X]
1

=VaR | X|+——ES | X
R, [X]r— B3, [X]

lo que une CTE, con ES,, .

Otra medida de riesgo que se considera cada vez mas en la literatura es Tail-Value-at-Risk (TVaR).
TVaR se define para un nivel de confianza a,0 < a <1, como:

TVaR,[X]= ﬁ [ vaR, [ x s (10)

esto a veces se denomina valor en riesgo de cola (Tail value-at- risk), denominado por 7VaR, [X]

y es la media aritmética de los VaR de X desde s a I, con TVaR, [X] =[' VaR, [X]ds = E[X]

También se puede escribir de la siguiente manera:

TVaR,[X]= L(E(Xl

— +VaRa [ X](B(X <VaR, [X])—a))) (11)

{x>vaR,[X]}

Obviamente, tiene en cuenta los valores de la distribuciéon mas alla del VaR en el nivel de confianza
a vy, por tanto, nos informa sobre el grosor de la cola de distribucion. Si consideramos un v.a. X

continuo, entonces IP’(XSVaRa[X]):a. La ecuacion (11) se convierte asi en

TVaR, [X] = E[X‘X >VaR, [Xﬂ que es exactamente la definicion de CTE,, por lo que CTE

se puede escribir de la siguiente manera:



CTE,[X]=E| X|X >VaR, [ X]|
- i " VaR,[x]ds (12)
2.3.2 Propiedades

Si bien TVaR sera consistente para los v.a. continuos y no continuos, en este mismo contexto de
no continuidad, CTE no respeta todas las propiedades de una medida de riesgo consistente.
Cuando X es continuo, CTE satisface los axiomas M,T,PH y S ,vy, porlo tanto, es consistente.

El CTE también satisface todas las propiedades deseables indicadas anteriormente.
3 Principios del céalculo de la prima

Una prima de seguro es la cantidad que el asegurado debe pagar para calificar para la cobertura del
seguro en caso de una pérdida. El monto de esta prima depende de muchos factores. En esta parte,
discutimos algunas propiedades esenciales que deberian ser satisfechas por un principio de calculo
de primas, para ser un principio ideal. A continuacion, definimos algunos principios de calculo de
primas populares existentes.

Denotamos por H(X) la prima que cobra la aseguradora para cubrir el riesgo X . Cualquier regla

que permita asociar un riesgo X , a una prima H(X) se denomina principio de prima. Las

siguientes propiedades son propiedades deseables para un principio de prima y la siguiente lista
presenta las propiedades mas importantes en la practica.

1. Sin sobrecarga. Para una medida de riesgo dada X ,si X <x__, entonces H[X] <X

Esta propiedad especifica que la prima no excede el monto maximo. De lo contrario, no
habria razon para que el asegurado comprara una cobertura de seguro.

2. Carga de seguridad: TT(X)>E(.X)

Esta propiedad requiere que la prima sea mayor o igual a la prima pura. Esta propiedad
permite que el asegurador pueda resistir la volatilidad natural de los siniestros. Por lo tanto,
el capital requerido debe superar las pérdidas esperadas (bajo riesgo de ruina para una
compafia de seguros, por ejemplo). Esto significa que la medida de un riesgo debe ser
mayor que su expectativa.

3. Carga injustificada. Sea a una constante. Siempre debemos tener H[a] =a.

Lo que significa que la medida de una cierta cantidad es esa misma cantidad.

4. Aditividad: H(X+ Y) = H(X)+H(Y) Esta propiedad asegura que no haya diferencia
entre asegurar todos los riesgos o repartir la cobertura en varios contratos.
5. Homogeneidad positiva: para cualquier constante a > O,H(aX) =all (X)

Si el monto de los siniestros sufre un cambio de escala, debido a la inflacion, por ejemplo,
esta propiedad especifica que la prima por el nuevo riesgo aX es proporcional a la prima

por el riesgo base H(X). Esta propiedad garantiza al asegurador el mismo nivel de

rentabilidad en caso de este cambio de escala.



6. Invarianza de traslacion: para cualquier constante a > O,H(X + a) = H(X) +a

Esta propiedad garantiza que el principio de prima da un resultado légico ante los nuevos
costos fijados por contrato.

7. Subaditividad. Sean X, Y dos riesgos. Debemos tener H(X+Y) < H(X)+H(Y),

Este principio evita que un individuo o una compafiia de seguros divida un riesgo a la mitad
y lo aproveche. Ademas, la puesta en comun de los costos de varios contratos deberia
conducir a una reduccién de las primas cobradas por el conjunto de contratos.

Los principios de la prima son las medidas de riesgo mas importantes en la ciencia actuarial. Las
propiedades que tiene un principio primordial son determinantes a la hora de elegirlo. Ahora damos
los principios de prima. Para mas detalles, nos referimos a Young [2004]:

A - Principio de la prima neta. Este principio es el mas simple de los principios de prima y es
igual al valor esperado de las pérdidas:

M(X)=E(X)

Este principio no incluye ninguna carga de seguridad y, por tanto, no puede utilizarse para
establecer la prima final. Este principio sigue siendo interesante para dar una idea de la
prima por su sencillez. Ademas, respeta todas las demas propiedades.

B - Principio de valor esperado. El principio del valor esperado viene dado por:
N(X)=(1+6)E(X), >0

donde @ vy GE(X) son las cargas de seguridad relativas al total, respectivamente. Aqui

solo necesitamos un parametro de la distribuciéon del riesgo, a saber, el promedio. Este
principio contiene una carga de seguridad positiva, es aditivo y proporcional. Sin embargo,
no es uniforme ni esta limitado. Una desventaja de este principio es que todos los riesgos
con los mismos medios tienen la misma prima. Intuitivamente, un riesgo con una dispersién
grande es mas peligroso que un riesgo con el mismo promedio y una distorsién pequefa v,
por lo tanto, deberia tener una prima mas alta. Por tanto, parece que deberia incluirse alguna
medida de dispersion en la formula de la prima. Esta idea se tiene en cuenta mediante los
dos principios siguientes.

C - Principio de varianza. El principio de varianza viene dado por:
I(X)=E(X)+6Var(X), 6>0

Este principio modifica el principio del valor esperado al hacer que el aumento dependa de
la varianza del riesgo. Esta modificacién permite otorgar una prima diferente a los riesgos
que no tienen la misma varianza.

Este principio también tiene la ventaja de ser coherente. Sin embargo, no es proporcional,
tampoco tiene tope, porque para un cierto valor de & es posible tener H(X) >X, .

D - Principio de desviacion estandar. El principio de la desviaciéon estandar viene dado por:

M(X)=B(X)+0\Var(X), 6>0



Este principio se inspira en el principio del valor esperado y el principio de varianza. Esto le
permite beneficiarse de las ventajas de todos.

Este principio es proporcional, sin embargo, no es aditivo, porque las desviaciones estandar
no suman, no tiene tope.

E - Principio de utilidad equivalente:
u(w) = ]E(u (W—X+H(X)))

Sea u la funcién de utilidad del asegurador y w su excedente inicial. Este principio
establece la prima como el monto minimo que debe cobrar el asegurador, de acuerdo con
su aversion al riesgo, para brindar cobertura.

Este principio contiene una carga de seguridad positiva ya que, con la desigualdad de
Jensen:

u(w)=E(u(w—X+T1(X))) <u(w-X +T1(X))

El principio es coherente y limitado, sin embargo, no es aditivo ni proporcional.

F - Principio exponencial:
1n(x) :%lnE(exp(ﬂX)), B>0

Este principio se deriva del principio de utilidad equivalente cuando la funcion de utilidad u
es exponencial, es decir, u = —exp(—ﬂx),ﬂ > (. Este principio tiene la propiedad de no

depender del excedente inicial. También es proporcional, sin embargo, como el principio de
utilidad equivalente, no es aditivo.

G - Principio de Esscher:
M(X)=E(Xe™)/E(e")

Este principio se deriva del principio de utilidad exponencial. Ocurre cuando el asegurador
pretende optimizar su utilidad segun el principio de utilidad equivalente:

mr:}lxu(w)—hE(u(w—X+H(X))),h >0

Este principio también puede verse como una ponderacién del riesgo cuando se da mas
peso a los eventos extremos. Tiene la ventaja de ser aditivo. Sin embargo, no es
proporcional.
H - Principio de distorsién.

o0

1‘[()():.[0 w(S(t))dt

donde S =1—-F es la funcién de supervivencia del riesgo X y W es una funcién de
distorsion.



Este principio es similar al principio de Esscher en el sentido de que también produce una
ponderacion del riesgo cuando se da mas peso a los eventos extremos. A diferencia del
principio de Esscher, es proporcional, pero no aditivo, este principio verifica todas las demas
propiedades. Este principio se presenta en la siguiente seccién.

Los principios de prima también se analizan en Rolski & al. [1999] y Kaas & al. [2008].
4 Medicion del riesgo de distorsion

El riesgo de reaseguro es de cola pesada y contiene riesgo sistematico. Las primas basadas en el
valor actuarial o0 mas generalmente en momentos bajo una medida de probabilidad no reflejan
suficientemente la cola de este riesgo.

Los principios de prima presentados en la subseccion 3.3 definen el riesgo con base en una
expectativa de cargo por pérdidas. La expectativa E(X ) de una pérdida aleatoria continua no

negativa X de fdr /' y la funcion de supervivencia S(x) = P(X > x) = l—F(x) = F(x) puede
escribirse como:

B(X)=["S(x)dx (13)
Entonces, en lugar de agregar una carga a E(X) para obtener una prima, podemos redefinir la

distribucion de pérdidas cambiando mas probabilidad de ponderacion a pérdidas altas. Una forma
de lograr esto es aplicar una distorsién a la funcién de supervivencia. Este procedimiento es
introducido por Wang [1995, 1996] y esta estrechamente relacionado con la teoria de la expectativa
distorsionada, Yaari [1987]. Estos principios de prima se estudian como medidas de riesgo en \Wang
[2000, 2001] y se conocen por medidas de riesgo de distorsion desde entonces. Tail Value at Risk
(TVaR) asi como Value at Risk (VaR) y PH-transform son casos especiales de medidas de riesgo de
distorsion (o principios de primas de distorsién). Antes de definir la medida del riesgo de distorsion
(o principios de la prima de distorsion), primero debemos introducir algunas definiciones utiles.

Definicion 4.1. (funcién de distorsiéon) Una funcion v : [O,l] - [0,1] es una funcién de distorsién

Si:

1. y(0)=0yw(l)=1.

2.y () es no decreciente y continua.

Definicion 4.2. (probabilidad distorsionada) Sea (Q,f,P) un espacio de probabilidad y
W [0,1] - [0,1] una funcién de distorsion. Sea la funcién de conjunto i o P la funcién establecida

definida por l//oP(A)::w(P(A)),‘v’Aef,. La funcion woP se llama probabilidad

distorsionada.

Presentamos ahora el concepto de medidas de riesgo de distorsion (o principios de primas de
distorsion). Sea X un modelo de v.a. no negativo igual a un riesgo (o pérdida) de fdr F' vy funcion

de supervivencia S(x) = P(X > x) :1—F(x) = f'(x) la media de pérdida o la prima neta es:

E(X) = IO S(x)dx



La contribucién de Wang es sugerir una medida de riesgo basada en una funcién de distorsién
/g (S(x)) . La medida del riesgo de distorsion (o principios de las primas de distorsién) asociada con

la funcién de distorsion i denotada por HW [] se define por:

0, [X]=[ v (s(x)ae (14)

por cualquier pérdida v.a. X .

La idea principal de las medidas de riesgo de distorsion (o principios de prima de distorsion) es
cuantificar el riesgo o derivar la prima de riesgo de distorsion, que contiene una carga de seguridad
de distorsion.

Asi, al cambiar las probabilidades originales de manera que las probabilidades de eventos adversos
se inflen artificialmente (distorsiona la distribucién de probabilidad del riesgo, asignando una mayor
probabilidad a los eventos adversos). Especificamente, se involucra una carga de riesgo utilizando

una medida de probabilidad distorsionada Q en lugar de la medida objetiva P para calcular una
pérdida esperada inflada como una prima de riesgo bruta tal que:

E(X)= jo S(x)dx < jo w(S(x))dr =11, (X)
Por lo tanto, la medida del riesgo de distorsion puede interpretarse como un ajuste de la verdadera
medida de probabilidad para dar mas peso a los eventos de mayor riesgo. La expresion 14 también

se denomina medida de riesgo ajustada o medida de riesgo de Wang. Esta expresiéon se puede
escribir en formas alternativas:

1, [X]=J v (8(x)) e

:I:xl//'(S(x))f(x)dx (15)
= [ y(1-5)0(s)ds (16)
= [ vak, ,[x]dy (s) (17)

De (15), podemos considerar también l//'(S(x)) como un mecanismo pesado que descuenta la

probabilidad de eventos deseables (para X alto), mientras carga la probabilidad de eventos
adversos (para X bajo). La representacion (16) es mas conveniente para desarrollar estimadores
empiricos de la medida de riesgo I1. La representacion (17) indica que las medidas de riesgo de
distorsién son promedios ponderados de los VaR .

En el caso de que v.a. X € R, la medida del riesgo de distorsion se define de la siguiente manera:

m, [x]=—[ [1-w(s()Jdr+ [ w(s(x)dr (18)

Tenga en cuenta que la segunda integral en la expresion 18 es igual a la de la expresion 14. Una
interpretacién simple de una medida del riesgo de distorsion es la siguiente: primero, la funcion de

supervivencia de la variable aleatoria esta distorsionada (!//(S)); en segundo lugar, se calcula la

expectativa matematica de la variable aleatoria distorsionada.



Observacion 4.3.

Tenga en cuenta que la expectativa matematica E[X] es una medida del riesgo de
distorsién cuya funcién de distorsion es la funcion de identidad w(s) = id(s) =s.

Tenga en cuenta ademds que ¥, (S) <y, (s) para todo se [0,1] implica que
P X<, [X]

Vemos inmediatamente que !,V(S(x)) es una funcion no creciente de x con valores en el
intervalo [0,1]. Por tanto, la funcion de distorsion !//(S(x)) se puede considerar como una
fdr ajustada al riesgo. Sin embargo, HV, [X] no siempre puede considerarse como la

expectativa de X bajo una nueva medida de probabilidad, porque W(S(x)) no
necesariamente sera continua a la derecha.
Para una funcién de distorsion general ¥, la medida de riesgo Hu/ [X] puede interpretarse

como una integral de Choquet (ver Denneberg [1994]). La representacion de las medidas de
riesgo de distorsion como una integral de Choquet se utiliza para explorar sus propiedades
matematicas, el calculo de las medidas de riesgo de distorsion se puede realizar facilmente

tomando la expectatva de X Dbajo la medida de probabilidad distorsionada

0(4)=w (P(4)).

Las propiedades y varios ejemplos de funciones de distorsion viables () se proporcionan en las
discusiones de Wirch y Hardy [2001].

4.1 Propiedades de las medidas de riesgo de distorsion

Las medidas de riesgo de Wang tienen muchas propiedades convenientes. En esta subseccién
proporcionamos una lista de varias propiedades de las medidas de riesgo de distorsion.

Proposicidon 4.4. (Propiedades de las medidas de riesgo de distorsion). Sea ¥ una funcién de

distorsion y, una medida de riesgo de distorsién HW tiene las siguientes propiedades:

a.
b.
C.

e.

Homogeneidad positiva,
Invariante por traduccion,
Monotonicidad,

Siademas I es funcién de la distorsion concava:

Wirch y Hardy [1999] han demostrado que una medida de riesgo de distorsion es subaditiva,
por lo tanto, consistente en el sentido de Artzner & al. [1999] si y solo si su funcién de
distorsién i es céncava, es decir, las funciones de distorsion concavas generan las

medidas de riesgo coherentes.
La concavidad de la funciéon de distorsidn es una condicion necesaria y suficiente para que
la medicion del riesgo sea consistente.

Las medidas de riesgo de Wang HW son co monotdénicamente sub aditivas.

Corolario 4.5. (Consistencia). Una medida del riesgo de distorsion es consistente si y solo si la
funcion de distorsiéon i es concava.



Al elegir una funcion de distorsién adecuada i , agrupamos en 4.2 a continuacion, algunas medidas
de riesgo de distorsion muy frecuentes en la literatura actuarial.

4.2 Ejemplos de medidas de riesgo de distorsion

Para las opciones adecuadas de l//() Las medidas de riesgo conocidas, como VaR y ES, son

medidas de riesgo de distorsién. En particular, para un nivel de confianza « € (0,1):

* VaR corresponde a:

si x>1-«a

1,
l//VaR(x,a)z{ i 1o

Lo que no es una funciéon concava, el valor en riesgo no es consistente (porque no es
subaditivo);

» ES corresponde a:
wTVaR(x,c) = min(l,li) (19)
-

esta es una funcién de distorsiéon céncava, por lo que TVaR es una medida de riesgo
constante. La conexion entre TVaR y la funcion de distorsion (19) se ha observado en Wirch
y Hardy [1999].

Asimismo, es posible representar muchas medidas de riesgo en forma de medida de Wang.

*  Medicion de riesgo PHP. La medicién de riesgo de PHP fue introducida por Wang [1995]. La
funcién de distorsion para PHP viene dada por:

1
wPHP(t,&)=t°, V&1

la medida del riesgo de distorsion se define por:

Mo )= [ (1= F (1))

El parametro & >1 representa el coeficiente de distorsion o indice de aversion al riesgo. Y
para £=1, H[X] = E[X] . Esta claro que ¥,,, es concavo para =1 'y, en

consecuencia, la medicion de PHP es consistente.

Para un nivel de retencion R >0, el PHP o la prima de reaseguro se define de la siguiente
manera:

., X [ (F(o)f e

*  Medicion de riesgo de potencia dual (Dual-power). La medicidn del riesgo de potencia dual
se obtiene considerando la funcién de distorsion:



Vo (,E)=1-(1-1)", V&1

La medida de Wang se define por:

* Medida de riesgo de la Transformada de Wang (WT-Wang Transform). La medida de riesgo
de la Transformada de Wang fue presentada por Wang [2000], cuya funcién de distorsion
viene dada por:

vie[01]: wy (n8)=(07 ())+ @ (B)), Belo.1]

que se llama la "transformada de Wang a nivel ", la medida de riesgo correspondiente de
distorsion que se llama "la medida de riesgo de la transformada de Wang y se denota por
WrT, [X] . Con @ que es la fdr de la distribucién normal centrada reducida N(O,l).

(e = (@ ((1-F (1)) + @ (8))ar

* Hirlimann [48] present6 la medida de riesgo de transformacion de LB (distorsién
retrospectiva LB - Lookback (LB) distortion) para estudiar estrategias de opciones y modelar
el riesgo comercial. La funcion de distorsion para la transformada LB esta dada por:

v (1,8)=1°(1-¢nt), £e(0,1]

¥, €s una funcién concava para & € (O,l], por lo tanto LBéz es consistente.

+ La medida de riesgo de distorsién Beta (Beta distortion), cuya funcién de distorsién viene
dada por la funcién beta:

w(x)= @ [ (1=t dt, a>0.8(ab)=[ 1" (1-1)" d

Sea b =1 lo que da “power distortion” l//(x) =x".Sea a=1 lo que da una distorsién de
potencia dual (dual-power distortion) l//(x) = 1—(1 —x)b i

Para obtener mas detalles sobre las medidas de riesgo de distorsion, consulte Denuit & al. [ 2005,
secciones 2.6.2 'y 2.6.3].



Tabla 1: Resumen de las medidas de riesgo de distorsion

Medicion de riesgo Funcién de distorsion Restricciones sobre medidas de

Distorsion beta-Beta- , 1 » - ri939° crentes -
distortion W(t)zjoms (1—S) ds ﬂ(a,b):J.OS (1—S) ds

Transformacion de £ =z a<l
probabilidad proporcional l//( ) - -
-Proportional hazard

transform

Funcién de potencia dual- a a>1
Dual power function l//(t) =1—(1—f) =

Principio de Gini-Gini _ 42 0<a<l
principle (t) _(1+a)t at -
Transformada de Wang-

/4
Wang transform l//(t) = ((D_l t) + CD_I (p))
Lookback 1//(t)=t”(1—alnt) O<axl

Expectativa de cola

condicional-Conditional Tail — e
x)=min| 1, —
Expectation 4 ) ( ? j

Valor en Riesgo-Value at risk {1
2

5 Estimacion de las medidas de riesgo de distorsion

El objetivo de esta parte es proporcionar diferentes enfoques de estimacion para las primas de riesgo
de una gran distorsiéon de pérdidas de cola. Se discuten respectivamente los enfoques por cuantiles
empiricos y por cuantiles extremos (enfoque semi-paramétrico). La atencion principal se centra en
los estimadores semi-paramétricos. En particular, damos las definiciones de los estimadores,
ejemplos, asi como la normalidad asintética.

En el método de cuantiles empiricos, estimamos la funcién de distribucion de pérdidas mediante la
funcién de distribucién empirica. Jones y Zitikis [2003] ofrecen una discusion sobre este tema.

Consideremos ahora un conjunto de observaciones independientes e idénticamente distribuidas (iid)
(X,,Xz,...,Xn) de un v.a X (el riesgo) con fdr F' y funcién cuantil Q=F’1 y sean

X(Ln) SX(M) <..< X(M) las estadisticas de orden correspondientes. La funcién cuantil O se

puede estimar mediante el cuantil empirico (muestra) O definido por:

0,(s)=inf{t>0,F,(t)zs}, se[0,1]

1

donde F, (x) = —Z';:l 1, _ esladistribucion empirica de la muestray 1, es la funcién indicadora
n . =

del conjunto 4.

Se obtiene un estimador natural para HW [X] mediante el enfoque empirico reemplazando el cuantil

verdadero Q por la funcién cuantil empirica Q. :



< i i—1

Hu/,n (X) = Z(l/l[_j_l//[ jj Xn—i+1:n (20)
i=1 n n

El estimador HWI( ) puede verse como un L —estadistico que es una combinacion lineal de

estadisticos de orden (ver, por ejemplo, Shorack y Wellner [1986]. Para una aplicacién reciente de
tal clase de estadisticas en la estimacion de medidas de riesgo, nos referimos a Jones y Zitikis [2003,
2005, 2007].

Para algunas inferencias estadisticas sobre las primas de riesgo de distorsidén, podemos consultar
Peng [2012] Jones y Zitikis [2003], Necir y Boukhetala [2004], Centeno de Lourdes y Andrade e Silva
[2005], Necir & al. [2007], Jones y Zitikis [2007], Brazauskas & al. [2008], Furman y Zitikis [2008a-
2008b], Greselin & al. [2009], Necir y Meraghni [2009,2010], Brahimi & al. [2012,2011], Peng & al.
[2012], Rassoul [2012], Deme & al. [2013].

Utilizando la relacion entre las medidas de riesgo de distorsion y los estadisticos- L , Jones y Zitikis
(ver Jones vy Zitikis [2003, Teorema 3.2]) establecieron la normalidad asintética del estimador de

Hpsi (X) De hecho, utilizaron la teoria asintotica para estadisticos- L (por ejemplo, Shorack y

Wellner [1986]) muestran que, para fdr F° con un numero suficiente de momentos finitos y bajo
ciertas condiciones de regularidad en la funcion de distorsion |, se da el siguiente resultado de

normalidad asintoética:
d

\/;(Hu/,n (X)—HW (X))—)N(O,oi) cuando 7 — o

a condicion que la varianza:

o2 =| [ (min(s.0)=st)y/(s)w (c)dQ(1-5)dQ(1~1) (321)

es decir, para las medidas de riesgo definidas en (3.14), Jones y Zitikis [2003] proporcionan las
condiciones bajo las cuales (HW, (X)—HW (X)) es asintéticamente normal con media cero y
varianza finita, donde F; es el estimador empirico de F'. La consistencia de los estimadores se
sigue inmediatamente de su normalidad asintética en las condiciones correspondientes.

Ejemplos

A continuacion, presentamos algunas medidas del riesgo de distorsion y sus expresiones en términos
de la funcién cuantil. Aplicando el mismo principio en (20), derivamos estimadores funcionales no
paramétricos de medidas de riesgo de distorsién y derivamos la forma exacta de la varianza
asintética para las funciones de distorsion especificas asociadas. Consideramos a continuacion los
ejemplos de VaR, CTE o TVaR, PHT.

VaR

Si g(x) =1_, para pe [0,1] . Entonces:



var,[X]=] L (22)

=" dx
J-O {x>F71(a)}

| R (" odx
0 F(a)
=F "' (a)=0(a)

que es el cuantil empirico Q(a), por lo tanto, el estimador no paramétrico de VaRa se puede

escribir de la siguiente manera:

VaR,[X]= ZX {1 () -1 {;MJ (23)

{Xn(la), si n(1-a) esun entero
X[n(l—a)]-H’ s1 no

donde [y] denota la parte entera de y . La varianza asintética del estimador de VaR es:

,  a(l-a) 2
L7(0(a))]

Observacion 5.1. Podemos reemplazar [na] por [na]+1 0 en general por cualquier otra

secuencia kn siempre que kn / n — o . En este caso, el estimador vendra dado por X(k )

CTE
Mg, [X]=——[ O(s)ds (24)

Reemplazando () por su versién empirica Qn definida por Qn(s):X. , para todo

in

(i—l)/n<s£i/n yi=L..,n con Q,(0)=X,,, obtenemos:

1 1
et na [X] = EL 0, (S)ds (25)

1
_miz[nza]ﬂ _[ i dsX,

L
TE

i=[na]+1




El comportamiento asintético del estimador Ilcre . [X] ha sido estudiado por Brazauskas & al.

[2008, Teorema 3.1], cuando ]E[XZ:I < o0, Este teorema puede considerarse como un corolario del

teorema 3.2 en Jones y Zitikis [2003]. De hecho, la varianza asintética se obtiene sustituyendo la
funcion de distorsion en la expresion (3.21). Entonces, la varianza asintética es:

o’ :#L]lj;(min(s,t)—st)dQ(s)dQ(l)

1T n,a (l_a)Z
PHT

Reemplazando () por su version empirica Qn definida por O, (s):X. , N para todo

(i—l)/n<s£i/n yi=1,.,n con QH(O):X

Ln>

obtenemos:

Mrurac[X]=] 25° O, (s)ds 26

La varianza asintotica se obtiene sustituyendo la funcion de distorsion en la expresién (3.21). Por
tanto, la varianza asintoética es:

o = [ (min(s0)~s1)s 1 d0(s)d0 1)

2
siempre que ]E;|X|’7 <00 para algunos 77 > 2—5

El caso &> % no esta cubierto en la féormula anterior. Jones y Zitikis [2003] sefialan que, en el
caso de PHT, estas condiciones se satisfacen siy solo si £ < % y es consistente para todo & > 1

siempre que ]E;|X|’7 <oo para 17>¢& y es asintéticamente normal si §6[1,2] con la misma

28

condicion en el momento X pero esta vez limitado a > ——.
2-¢
El uso de cuantiles empiricos para estimar las primas de riesgo de distorsién HW no garantiza la

normalidad asintética cuando las pérdidas tienen una distribucion de cola pesada. en este caso, los
resultados de Jones y Zitikis [2003] ya no se pueden aplicar, ya que el momento de segundo orden

de X es infinito.



Por tanto, Jones y Zitikis [2003] concluyen que esta sigue siendo una cuestidon abierta para este
caso. Por lo tanto, se requiere una respuesta o un nuevo enfoque para manejar esta situacion.
Utilizando un enfoque basado en cuantiles extremos, Necir y Meraghni [2009] dieron una estimacion
alternativa de la prima de riesgo de distorsidon en el caso de pérdidas extremas (distribuciones de
cola pesada) y estudiaron su normalidad asintética.

Entonces, en este contexto, es bastante natural asumir que las funciones de distorsiéon | son tales

que t — l//(l / t) varia regularmente ad infinitum con un indice de variacion regular #>1, es decir:
-
w(l/t)=t""¢, (1) (27)

donde l//(t) varia lentamente hasta el infinito, es decir, £, (tx)/fy, (t) — 1 cuando ¢t —> o0, para

todo x>0.
Definiciéon del estimador de Necir y Meraghni (2009)

La idea principal es la siguiente. La formula (16) se puede dividir de la siguiente manera:
k/n 1
m, [x]=["0(1-5)dy (s)+ [ 0(1-s)dw(s)  (29)

En la férmula (28), reemplazando Q(l—s) por el estimador de cuantiles extremos Q,fV (1—5)
(estimador de Weissman [1978]) en la primera integral y por el cuantil empirico en la segunda
integral, Necir y Meraghni [2009] propusieron un estimador alternativo para HW (X) de la siguiente

My [X]=["y(s)dQ! (1-5)- [ v(s)dQ,(1-s)

0
X n
n—kon + Z ci,n (l//)Xn—i+l:n (29)
1 — 7p i=k+1

=y (k/n)

donde c,, (l//):(l//(i/n)—l//((i—l)/n)) Y, p;/H €10,1].

La estimacion de IT,, [ X ] también ha sido estudiada por Centeno y Andrade e Silva [2005] utilizando
técnicas de bootstrap. En el caso de estratificacion de exceso de pérdida alta R — oo, la técnica de
estimacion de I1, , (X) es diferente del caso donde R =0 . Este caso es tratado por diferentes

autores, por ejemplo, Necir y Boukhetala [ 2004], Vandewalle y Beirlant [2007] y Necir & al. [2007]
han introducido y estudiado diferentes estimadores de I, , basados en montos de muestra de

siniestros sobre cobertura de reaseguro por pérdidas importantes.

Reemplazando () por su versién empirica (, definida por Qn(s)=X. para todo

(i-1)/n<s<i/n yi=l..,n con Q,(0)=X,,, Neciry col. [2007] propusieron un estimador

Ln>

R (X) para un valor fijado £>1 y un umbral de retencion optimo

>Hopt

semi-paramétrico de 11 P



R, =F(1-k/n) donde k =k, es una secuencia intermedia teniendo como estimador de R,
elvalor Royy =X, :

1

k¢ (H)
e, (X)= (;) ﬁ){nk:n para y,, <l/¢&
j/k,n -

Deme y Lo [2013] agrupan los estimadores de primas de riesgo de distorsion HW en una forma

general de la siguiente manera:

T, () =TI, ()1 + T ()1 (30)

UV <oo

donde I1, (l//) es como en (3). Mas precisamente:

*

I, (y)=1IL (z//)l{sw)} +11, (t//)l{g(yﬁ)} (31)

donde S(]/,,B)={(7,ﬂ)e(O,oo)x[l,oo),ye(l/2,1)yﬂ<%} y g(y,ﬂ) es su

complementario en (0,00)x[1,0).

Se han investigado en la literatura varios casos especiales que estan cubiertos por la teoria de la
estadistica inferencial para las primas de riesgo de distorsion en el caso de distribuciones de colas
pesadas utilizando la teoria del valor extremo. Se puede hacer referencia a Peng [2001], Necir y
Boukhetala [2004], Necir & al. [2007], Necir y Meraghni [2009], Necir & al. [2010], Brahimi y col.
[2012,2011], Necir y Zitikis (2012), Peng & al. [2012], Rassoul [2012] y Deme & al. [2013].

Para hacer una buena inferencia, como encontrar CZ para HW () Por ejemplo, necesitamos

suponer alguna caracterizacion de la distribucién de estos estimadores. Sin embargo, la existencia

de una distribucion asintética no degenerada requiere que la pérdida fdr F' satisfaga la condicion de
segundo orden discutida.

1
Teorema 5.2. Suponga que I satisface (10) con y E(E’lj y su correspondiente cuantil. La
funcién Q() es continuamente diferenciable sobre [O,l]. Para cualquier funcién de distorsion
diferenciable W que satisfaga la condicion (27) con B €|1,— |, y para cualquier secuencia
v
intermedia k =k, que satisfaga y \/%A(n/ k) —>AeR, cuando n — «©, tenemos :

iy (k/n)Q(1—k/n)(T1, ~T1, ) = N (2, (7.€.8).52 (7. 5))

donde



pE(B+B-1)

S oS TP e

By’ (mB+p-1)

S -

Algunos casos especiales
Podemos definir las siguientes expresiones de o~ de las pocas funciones de distorsiéon i .

En el caso particular donde la funcion de distorsién y es una funcion de potencia, es decir
l//(t) =1"¢ (que corresponde al PHT, en este caso, L =& ) su estimador correspondiente I, es
el propuesto por Necir y Meraghni [2009].

Teorema 5.3. Sea F' un fdr que satisface (2.10) con ¥ >1/2 y con una funcion de cuantiles Q ()

continuamente diferenciable en [O,l). Sea k= kn una secuencia intermedia y \/ZA(n/ k) —0

cuando n — 0. Para 1< & <1/ y, tenemos:

\/;(HPHT,n (X) -I1,,, (X)) D

(k/n)g_]/zQ(l_k/n) _)N(’uw (y’é:’T)’Gy/ (7/55)), n—>0

donde
P (7,5,1')2 57(7":4’;:_1)
v (1-7)(yE+2-1)(1- &)
y
2 —1
o7 (1,8) = By (¥5+£-1)

4
(215 +£-2)(1-%y)
Teorema 5.4. (Normalidad asintética de Ilpwur.r,, )

Si suponemos que (10) cumple con t‘”‘fU(t) — 0, para un valor fijado £>1 y O0<y<1/&

cuando t—>o0. Entonces, para una secuencia intermedia k=k, y \/%A(n / k) —>AeR.
Tenemos, cuando n —» oo
D

(HPHT,Rap,fanT,Ropl )—)/\/’(ﬁy, 0-123 (fv 7/)) (32)

donde



py(&r+&-1)
(1-p)(&r+&p-1)(1-& )

Hp =

& (8 28 +1)
(1-&)

En el caso particular donde Ila funcibn de (distorsion ¥ es la funcién

o (&.7)

. t
tl—)l//(t:mm(—,lj, 0<a£1] (que corresponde al CTE, en este caso, f=1) Necir y
a

Meraghni [2010] introdujo un estimador del CTE para grandes pérdidas de cola, que es otro caso

especial de IT, .
Teorema 5.5. (normalidad asintética de Ilcre.n)

Sea F' una fdr que satisface la condicién (10) con y € (l/ 2,1). Entonces, para una secuencia

intermedia k =1k, y \/;A(n / k) —> A cuando n — . Tenemos, para & € (O,l):

\/;(l—a)(HCTE,n (X)—HCTE (X))

(k/in)* x,.,

n

D
>N (i,uCTE, Cip ), cuando 7 —> o

donde

2
Ocre = 2
(1=7) (27-1)
Todos estos teoremas se pueden encontrar en Necir y Meraghni [2009], para el estimador de HW ()

vy I, () Para el estimador de HésRa,,, () ,» nos referimos a Necir & al. [2007] y para el estimador

CTE nuestra referencia es Necir & al. [2010].

La consistencia de los estimadores se deriva inmediatamente de su normalidad asintética en las
condiciones correspondientes.
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