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1 introduccidén

Comprender cémo se desarrolla una epidemia una vez que ha surgido es crucial si queremos
controlarla. Para hacer esto, se han desarrollado varios modelos que destacan (en particular) el papel

crucial desempefiado por el parametro TR, , que describe el nimero promedio de nuevas infecciones

debido a un individuo enfermo. Como puede imaginar, si este numero es inferior a 1, la epidemia
tendera a desaparecer, mientras que puede persistir o incluso extenderse a toda la poblacion si

R, >1.

Sin embargo, estos modelos clasicos obviamente tienen sus limites y el parametro 720 realmente no

describe por si solo el destino de una epidemia en una poblacién real (suponiendo que sepamos
cémo encontrarla). Por ejemplo, el hecho de que una poblacion sea siempre finita induce efectos
aleatorios tanto mas marcados mientras mas pequefia sea la poblacion. Ademas, la mayoria de las
poblaciones también tienen una estructura en forma de grupos dentro de los cuales los individuos
estan mas cerca (y por lo tanto se contaminan mas facilmente) que entre el resto de los grupos. Todo
esto requiere modelos mas finos y el desarrollo de las herramientas necesarias para su estudio.

En este trabajo empirico. primero nos centraremos en describir los modelos deterministas y
aleatorios mas clasicos, asi como los vinculos entre estos dos enfoques. En un segundo paso,

generalizaremos la nocion del parametro 720 a poblaciones estructuradas.

2. Modelo SIS

e En el siglo XVIII, la ciudad de Londres se vio afectada por una epidemia de viruela. Una
solucién controvertida es la auto infeccién: un individuo se pone en contacto con una muestra
de una pustula de un paciente. Dado que un individuo solo puede verse afectado de dos
formas por la viruela, esta practica lo mata o le proporciona inmunidad de por vida. Daniel
Bernoulli (1700-1782) propuso en 1766 un modelo matematico que describe esta epidemia
y determind si practicar o no la auto infeccion.

En 1911, Sir Ronald Ross, considerado uno de los padres fundadores de la epidemiologia
matematica basada en modelos compartimentales, exhibié el primer modelo de transmision de la
malaria. El pone en evidencia un fenémeno umbral.

En 1927, William Ogilvy Kermack y Anderson Gray McKendrick aplicaron las ideas de Ross y
estudiaron la transmision de una enfermedad infecciosa en humanos. Primero estudiaremos un
modelo simple, el modelo SIS', antes de estudiar su modelo SIR2.

En el modelo SIS, la poblacion considerada se divide en dos compartimentos:

e S :individuos con probabilidad de infectarse
e [ :individuos infectados

Presentamos a continuacién los parametros utilizados en epidemiologia que utilizaremos a lo largo
de este trabajo:

e b >0:latasa de natalidad.
e y>0:latasa de curacion.

L En este modelo los individuos pueden recuperarse, pero pasan otra vez a ser susceptibles.

2 En 1927, W. O. Kermack y A. G. McKendrick crearon el modelo SIR que considera una enfermedad que se desarrolla a lo
largo del tiempo y Unicamente tres clases de individuos (de donde proviene el nombre).



e [>0:latasa de contacto.

En este modelo:

1. Un individuo susceptible se vuelve infectado e infeccioso después del contacto positivo con
un individuo infeccioso, pero no desarrolla inmunidad a la enfermedad: se vuelve susceptible
nuevamente a la tasa y .

2. Los nacimientos se realizan a la velocidad b vy los recién nacidos no estan infectados.

3. Las muertes también estan en la tasa b, lo que hace posible suponer que la poblacién
permanece constante.

El siguiente grafico proporciona un resumen del modelo SIS:

|||||||||||||||

Nacimientos

Infecciones

2.1 Modelo determinista

El modelo determinista SIS modela la evolucion de una epidemia en una gran poblacion utilizando
el siguiente sistema diferencial:

as__8

o= NSI+(b+;/)I (1)
dl

NS @)

Verificamos que este sistema de ecuaciones admite una solucién unica con condiciones iniciales
fijas, y que tiene un significado en términos de poblacion.

Proposicion1.Sea N >0 y [ ]O, N[ . Entonces:

1. El sistema (1) y (2) con la condicion (S(O),](O)) = (N—IO,IO) admite un Unico par de
solucion (S,I) definido en [O, +OO[.
2. Ademas, tenemos para todo ¢ >0 S(t) € ]0, N[ e I(t) € ]O,N[ )

Prueba

Si denotamos X = (S,I) , podemos reescribir este sistema diferencial en la forma X'= F(X) con

F de clase C”. Por lo tanto, el teorema de Cauchy-Lipschitz se puede aplicar y garantiza la
existencia y la unicidad de una solucién maxima definida en un intervalo abierto /_, que contiene
0.



Como %4‘% =0, deducimos que para todo >0, S(t)+1(t) = S(O)+I(O) =N.

Entonces tendremos:

dl p p

— =L (N-1)-(b+y)=(B-(b+y))I-=1
dt N N
Por lo tanto, si / se anula, tendremos ¢, >0, donde / y 0 serian soluciones del mismo problema
de Cauchy. Siendo 0 la solucién en R, I coincidiria entonces con 0, lo cual es absurdo ya que

I0 > (0. Un razonamiento analogo permite afirmar que S no puede anularse. Esto confirma la

segunda parte de la proposicion sobre [ Pero luego, dado que (S,I) esta delimitado,

max *

deducimos que ]max no aumenta, lo que completa la prueba.

ero de
sgeE vl

Figura1- N =1000, £ =0.5, b=0.2, y =0.1, I(O) variable

Este mapa obtenido con Maple® ya nos da una idea de la evolucion de la epidemia. Pareceria, por
ejemplo, que se forma un estado de equilibrio después de un cierto tiempo y que el numero de
individuos infectados en el momento 0 no modifica este estado tan pronto como se fijan los otros
parametros.

Teorema 1. (Resolucion explicita)

Denominamos ¢ = ,B—(b+;/). A la ecuacion diferencial verificada por / con la condicién inicial

I(O) = I, se escribe entonces:
()= ())-L 11y
N
Esto nos permite distinguir tres casos para explicar las soluciones:
. c c 1
1. Si [, =— N, entonces V>0, I(t)=[0 :—:N(l——J
B B R,

c
2. Sil, ;tEN, ¢ =0, entonces Vt>0:

3 Maple es un programa orientado a la resolucion de problemas matematicos, capaz de realizar calculos simbdlicos,
algebraicos y de algebra computacional.



T
1+ 42t
ﬂN
3. Si IO¢£N,C¢O,entonces Vt=0:
c
I(t)=
B_[B_c|pe
N \N |,

Prueba:

c
1. La solucién constante I(t) = EN es de hecho una solucion del problema de Cauchy. De

ahi el resultado por la unicidad.
2. Si ¢ =0, la ecuacion se convierte en:

O, como I no se anula:

i)

Por lo tanto, obtenemos por integracion entre 0 y ¢:

De donde hallamos el resultado después de calculos elementales.

c : o :
3. Como 0 y — N son soluciones constantes de la ecuacion diferencial, I no las corta y, por

lo tanto, tenemos por el método de descomposicion en elementos simples:

A C) N | _1£
I(t)(c—ffl(t)j 1) e By

Por lo tanto, por integracion:



B -
ln[MJ—ln Nl(t) : =ct
0 ﬁlo—c

N
I(t){%—i—%e"}— ce”

Luego deducimos el siguiente teorema:

Teorema 2. (Comportamiento asintotico)

g

Sea (S,I) un par de soluciones del sistema anterior. Introducimos R, = ey
Ty

1. Si ‘R, <1, entonces lim(S(t),I(t)) = (N,O)

t—

2. Si R, >1, entonces lim(S(t)’l(t)):(E’N[I_LD

t—o0

Prueba:

Si [ﬁ—ﬁ}o, I, =cﬁ=N(1—i]
N I, Yij R,

Entonces en este caso V¢ >0, /(1) =1, = N[l ——j

En el caso contrario:
. [O
1. Si R, =1, entonces c=0 e I(t):—

7 -0
1+ 32t
ﬂN

1—©

2. Si R, >1, ¢>0 entonces:

I(1)= < aizzv(l—i]
B(B_c\aP Ry
e
N \N 1, N

3. Si R, <1, ¢<0, entonces



Hemos trazado a continuacién con Maple la evolucion de la epidemia en los tres casos estudiados:

w 2 «» 2 w 2
g g ol -y
E= B g |
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5 3 121 3 "
o o o 1|
o i 3 |
E £ o E 5
=S 2 3 3 |
= z =z
= T T e W 4k sw Ly W 20 0 0 s
Tiempo Tiempo Tiempo
(a) B=10.31, Rp > 1 (b) 3=0.30, Rp =1 (¢) 3=10.29, Rp < 1

Figura 2 - Resumen de los tres casos: N =1000, 6=0,2, y =0.1, I(O) =220, f variable

2.2 Punto de vista probabilistico

A veces puede ser relevante hacer un modelo probabilistico. De hecho, todo el trabajo realizado
anteriormente se basd en la suposicidon de una gran poblaciéon. Cuando este no es el caso, las
interacciones entre los individuos ya no son uniformes, sino que tienen una aleatoriedad intrinseca.
Aqui expondremos una version probabilistica del modelo SIS.

e Modelizacion
Modelaremos en esta parte los compartimentos S e / como cadenas de Markov. Denominamos
con S el nimero de individuos susceptibles e /, el nimero de individuos infectados en el tiempo
t, =nA, donde A, >0 es el paso considerado. Como S +/ = N, podemos centrarnos en un

solo proceso, por ejemplo, / , que tiene valores en el espacio finito Ez{O...N}. Para definir
correctamente este proceso, debemos dar las probabilidades de transiciones entre los diferentes
estados.

Para simplificar el problema, podemos suponer que el paso A, es lo suficientemente pequefio como
para que, durante un intervalo de tiempo, como maximo, un individuo pase del compartimento / al
compartimento S o viceversa. En otras palabras, para i € {0...N}, si j& {i—l,i,i+1}:

P(1,,=jlI,=i)=0

Las posibles transiciones restantes son las siguientes:
1. j=i+1

Ala velocidad [, cada individuo infectado esta en contacto con alguien de la poblacion y si
esta sano, entonces este individuo se contamina, por lo tanto:

B(N-1) |
N

P(1,, =i+1|I,=i)= t

2. j=i-1



Un individuo infectado muere a la tasa b y se cura a la tasa 7, lo que resulta en:
P(1,, =i-1|I, =i)=(b+y)iA,

3. La ultima transicion es impuesta por las anteriores, por lo tanto:

P(1

n+l

=i

]n:i):l—WA,—(ﬂﬂ/)iAt

.. 2
Por lo tanto, lo consensamos para (l,]) ek

—’@(]]\\;_Z)At sij=i+1
(b+7)iA, sij=i-1

IP)([nH:jIﬂ:i):pi,.fz O Sl‘]é{l—l,l,l‘Fl}

1—(@—@4#/)1}4 de lo contrario

Por consiguiente, agregando las notaciones adecuadas:

b, sij=i+1
‘ Nt sij=i-1
B(1, =l =i)=1, sije{i—lii+1)
1-(b,+d,) de lo contrario

Nota: debemos garantizar que esta ultima probabilidad de transicion sea realmente positiva. Para
esto, debemos elegir un A lo suficientemente pequefio como para qué

1
max [, +d,|<1 ie{l..N}.
El siguiente grafico representa la cadena de Markov construida con estos parametros:

1—(b(1)+d(1)) 1-(b(2)+d(2)) 1 —d(N)

b(1) b(2) b(N-1)
—
(—

E < 4 —
d(1) d(2) d(3) d(N)

Del grafico deducimos que la cadena es irreducible y que el estado 0 es el Unico estado absorbente.
Entonces, casi con certeza, la poblacion se liberara de la epidemia después de un tiempo.

Aqui presentamos una simulacion de este modelo realizado bajo matlab:
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Figura3- N =250, f=0.25, b=0.2, y=0.1, A, =0.0015, R, <1

Con los parametros elegidos, 720 < 1. La epidemia tiende a desaparecer como se esperaba.
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Figura4 - N =250, f#=0.3, b=0.2, y=0.1, A, =0.0015, R, =1

Con R, =1, la forma es la misma. Sin embargo, el tiempo para volver a 0 es mayor.
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Figura5- N =250, #=0.5, b=0.2, y=0.1, A, =0.0015, R, >1
Aqui, con 7?0 > 1, la epidemia no parece estar terminando. Otras simulaciones mas largas respaldan
la idea de que la expectativa de que la cadena regrese a cero es muy alta.
e Estudio del tiempo de retorno en 0

Entonces es valido preguntarnos cual es el tiempo promedio para la extincion de la epidemia.
Presentamos para esto algunas denominaciones:



1. T=inf{n>0]X, =0}
2. 7,=E,[T;]

Sea 1<k < N un estado de la cadena. Condicionamos con respecto a la primera transicion para
obtener:

7, =B[T|X,=k]
=P(X, =k-1|X, =k)E[T|X, =k, X, =k -1]+P(X, =k +1|X, =k)
E[T|X, =k, X, =k+1|+P(X, =k|X, =k) B[T|X, =k, X, =k ]
=dB[T|X,=k X, =k-1|+bB[T|X, =k, X, =k+1]+(1-b,~d,)B[T|X, =k, X, =k |
=d (1+7,_,)+b,(1+7,,)+(1-b,—d,)(1+7,)

La ultima igualdad se obtuvo por la propiedad de Markov fuerte. Como bN =0, tenemos:

7,=0
(1+7y)i7 =b, (1+7,,,)+d, (1+7,,)+(1=(b, +d,))(1+7,) parake{l..(N-1)}
ty =dy (147, ) +(1-dy)(1+7)

Podemos reescribir este sistema en la forma:

7,=0
d, 1
T — T =_(Tk _Tk—l)__
b, b,
1
Ty =Ty =
N

Lema 1. Obtenemos la relacion de recurrencia para todos los n € {1,...,N} :

_&hdd, | 1 b
"4 Sd.d

La primera suma es 0 tan pronto como 7 <2 y la segunda también tan pronto como k <2 .

Prueba. Procedemos por induccion (recurrencia) en 7 .

1. Si n=1 tendremos 7, —7, =0
2. Si n=2,tenemos por la relacion de recurrencia:
d 1 d 1
T, -1, =—(5;,-0)—— =" 1, ——
b] bl bl dl

3. En el caso general:



d. 1
ot 4 g (=B mm)) =
d d.d, { 1 bbb } 1
= n +— TI T T
hyp rec bn bl bn_l dl i=2 d1 di bn
_ Tn+ﬂ dl"'dnfl ’[l i_zbl b, 1
Jfactor bn b]"'bn—] dl i=2 dl' dl
— < dl dk T _i_ibl bz—l _{_ﬂdl dn—l T _i_ibl bz 1
hyp rec =1 bl bk ! dl i=2 dl di bn bl bn—l : d] i=2 dl d;

Estas relaciones de recurrencia nos permiten obtener una férmula explicita para el tiempo de
absorcion esperado de la cadena.

Teorema 3. (Tiempo de absorcion esperado)

El tiempo de absorcion esperado de la cadena partiendo de 1 viene dado por:

Yde ne {2,...,N} por:

T ZTl+nZ_1:dl"'dk ﬁ: b..b.,
! k01 b1-~-bk i=k+1 dl"'dk

Prueba
Tenemos, por un lado, 7,, —7,_, =—— Y, por otro lado, segun el lema anterior:
N
d.d,, 1 Eb.b,
Ty —Ty, =ty —7 )Ty, — 7)) =70, ——— ) ——
e G G R o b.b,, | ' d Zzld]...di

Por lo tanto, deducimos:

Sea:
1 bbb,
T=—+) ——
"4 ;dl...a’.

La segunda parte del teorema se obtiene directamente de este resultado y del lema.



Entonces podemos vincular estas expresiones con el parametro RO .Parai>1:

d, bty N N
De donde:
N i _ I N i .
o L RN LSRN (N i)
(b+7/)Af = b N PA T N'

En el gréfico de abajo vemos la evolucion de 7, en funcién de R, para tres valores de N :

::::: — N=50
i N=100
ooy N=250

Figura 6 - Evolucion de 7, en funcién de R,

Este grafico confirma las conjeturas hechas sobre la expectativa del tiempo de retorno en 0

Teorema 4. (Estudio de grandes poblaciones)

—In(1-
1. Si R, <1, entonces 7, — M

N—wo ﬂA[
1
2. Si R,=1,entonces 7, ~ InN
N— 2ﬂ ,
/2 N _(YRy-1)N
3. Si R,>1,entonces 7, ~ i Rye

von pA,(1-1R,) N

Prueba

1. Si ‘R, <1 introducimos para N 21 e i>2,

le :ﬂ%i& y gN(i):&[l_MJl2<i<N

i
¢ i=l l l
Entonces tenemos:



e Porunlado, para i >2, g, (i) > 0

N—oxw
R
I

e Por otro lado, tenemos el ‘gN (l' ‘_ , verdadero para todos los N =1 y todos

los i>2 con Z:Z&<+OO('R,O <1)
i

El teorema de convergencia dominada“, por lo tanto, nos permite afirmar que

‘Tl —Tl‘ —> 0. Luego calculamos para concluir el limite de 7.
N—o©

ZR.OM

2. SiR, =1,

Para mejorarlo, cortamos la suma en dos ingresando las notaciones:

N 1 i-1) & 1 i—1
S,o=> 11—+ Y =1 l—— || 1= |= 5", + 57,
2 (= Bk (B B (e SRR

El primer término contiene la mayoria del valor de la suma. Lo aumentamos groseramente:

El segundo término es mas complicado de administrar:

Z 1(1——)‘-(1—EJ: NZ Ip
1N+ll N2 i—N+1i e
InP, Zln(l——jsiNi M

k=0
Entonces:

4 En matematicas, el teorema de la convergencia dominada también conocido como el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue es uno de los principales teoremas que involucran la integral de Lebesgue. Tiene grandes aplicaciones en la

construccion de espacios funcionales como el espacio L .



i2 N2 i u? N2 -1 u?

Z—e 2V < Z I—e 2V gy < I leiwzafu

i+l o~ u+l Nau

Después del cambio de la variable v = u/N, finalmente obtenemos para N >2:

s? <Ie—dvs2g=ﬁ
\%

N2 T

Al reunir las 3 desigualdades obtenidas, finalmente obtenemos el encuadre:

HN—%SSNZ <H,+7

El resultado se obtiene reemplazando en los calculos realizados N? por N y N por
[N
3. Supongamos R, >1

RON( z+l PRYTN.L(i+1) NN' 1 N/RO)
N oy

O de nuevo:

k
N
ﬂemﬂ ' S < S v (/720)

S Sy=) ——+
NN oW con N;I_ke

SN:R()N

Entonces se determina el limite de .S}, . Consideremos una secuencia (Xn) de variables aleatorias

i.i.d de acuerdo con la ley de Poisson P (1/R,).

Introducimos Y = X, +---+ X, . sigue la distribucién de Poisson ’P(I/RU) . Entonces tenemos:

; N-1 1
Sy = P(Y =k
N ;l—k/N (n )

La LFGN5da ¥, ~ ]%20 para un N grande. Por lo tanto, la masa de probabilidad se distribuira

: 1
alrededor de este punto. Al considerar ]P’(YN = k) = 5k,Nm0 obtenemos §,, = W Esto es lo

que vamos a formalizar.

Establecemos & >0. [é‘ <1—%j para tener [k/N —1/Ry|>¢ si k= N.

5> Uno de los resultados mas clasicos de la teoria de probabilidad es la ley fuerte de los grandes nimeros (LFGN) de
Kolmogorov para variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.)



Y, 1

De acuerdo con la ley débil de los grandes numeros, IP{

Zgj — 0. Entonces, existe
N—w0

Yy 1

! > gj <g.
R,
Entonces tenemos, para N > NO,

N-1
R

N, tal que paratodo N > N,, IP{

S kN \N N
ot B8
\k/N—l/??O\<gl_k/N N N ‘k/Nfl/Ro‘Zgl_k /N N N
, . 1 1 1
e Para el primer término, ya que tenemos <

< < :
1-1/Ry+¢ 1-k/N 1-1/R,—¢

deducimos:

S e L S S b
I_I/RO +g‘k/N71/R0‘<81_k/N N N ‘k/N*l/RO‘QTl_k/N N N

0<k<N 0<k<N

PO S (Y_N _ i)
1-1/Ry—¢ /N1 Ry |<& N N

0<k<N

Dada la eleccién de ¢ y como N = N, , tenemos:

Y,

N

Y,
> IP’(—N = ij =P
[k/N=-1/Ry|<& N N N

0<k<N

% <g]e[l—g,l]

De ahi el encuadre:

l-e  _ 3 1 [&_ij 1
1-1/Ry+&  unThl—k/N \N N) 1-1/R,-¢

0<k<N

e Para el segundo término:

0< > ! P(ﬁzﬁjsw
kINTRze L=k /N AN N

0<k<N

N Z




Notamos queXi’ =X, —1/'R,. Como estas variables son i.i.d® de media cero y admiten un

momento de orden 4, tenemos segun la desigualdad de Markov y pequefios calculos:

YWN_L|28 =IP(‘X1'+~-~+X}V‘23N)
:IP’((X1+ +X,) 254N4)Sg41 4E[(X{+ +XN)}
1 (& 4
S<5‘4N4 ;E[Xk“:l-'_[zjm;j;zvl@ X’Z}E[szil
384;]4 (NE[X’4]+3N(N—1)E[X2] )

Sea finalmente:

Y, ,
T P
‘k/N—l/’Rﬂ‘Zgl_k/N N N & N

0<k<N

. 1
* Todo esto permite concluir que S,, — m y obtener el equivalente establecido utilizando
N—ow | —

la formula de Stirling”.

Lema 2. Sea 0<aq,,...,a, <1. Entonces:

n n

H(l—ai)+2ai =1

i=l i=l
Prueba. Procedemos por induccién en n :
1. SilLl-a +a =121
2. Denominamos P:H;(l—ai) yS= Z; a, entonces:
(l—a )P+a

n+l n+l

+S=a,,(1-P)+P+S > a, (1-P)+121

hyp rec

6 En teoria de probabilidad y estadistica, un conjunto de variables aleatorias se considera independientes e idénticamente

distribuidas (i.i.d.) si cada variable aleatoria tiene la misma distribucion de probabilidad y todas son mutuamente
independientes.

7 En matematicas, la fdrmula de Stirling es una aproximacion para factoriales grandes. La aproximacion se expresa como
Inn! =~ nlnn—n para n suficientemente grande, donde In es el logaritmo natural.



(a) B=10.25, Ro < 1 (b) 8=0.3, Ro =

Figura 7 - Comparaciones de 7, y su equivalente con b=0.2, » =0.1, A, =0.0015

(a) 8=0.5,Ro > 1 (b) B=0.5,Ro > 1

Figura 8 - Comparaciones de 7, y su equivalente con b=0.2, ¥ =0.1, A, =0.0015

Estos gréficos, obtenidos con los parametros utilizados durante las simulaciones en las Figuras 3-4-
5 muestran dos cosas. Por un lado, los tiempos de retorno en 0 obtenidos experimentalmente son
del mismo orden de magnitud que los valores anteriores. Por otro lado, los equivalentes son bastante

precisos, especialmente para 7%, >1.

3.- Modelo SIR

3.1 Establecimiento del modelo determinista.

Consideramos una enfermedad infecciosa que proporciona inmunidad una vez que el individuo se
ha recuperado. Para estudiarlo, dividimos nuestra poblaciéon en tres compartimentos. Se observan

las personas que probablemente se vean afectadas S . Se sefialan las personas infectadas que
transmiten la enfermedad en contacto con personas susceptibles /. Y se observan las personas
que han estado enfermas y luego inmunizadas, asi como aquellas que ya no transmitieron la

enfermedad R . Por lo tanto, el compartimento R reune a individuos sanados ya que han adquirido
inmunidad, individuos aislados del resto de la poblacién e individuos fallecidos.

Muertos

Infeccion

Nacimientos

Muertos

Denominaremos S(t), I(t) yR(t) al numero de individuos en los compartimentos S,/ y R en

el momento ¢. En este modelo determinista, el tamafo de la poblacion es lo suficientemente grande
como para poder asumir que estas funciones son diferenciables y, en particular, toman valores no
enteros.

Hacemos las siguientes suposiciones:



1. En promedio, un individuo en la poblacion se encuentra con £ individuos por unidad de
tiempo.

2. La tasa de individuos infectados que abandonan el compartimento / es yI (donde y
representa la tasa de curacion) por unidad de tiempo.

3. Los recién nacidos de la poblacion son susceptibles. bN aparece por unidad de tiempo.

4. Latasa de mortalidad es igual a la tasa de natalidad b .

5. Eltamario de la poblacion N =S+ 1 + R es constante.

Estamos interesados en el periodo promedio de infeccion. Consideremos un conjunto de individuos
que estaban infectados en el momento 0 y denominemos como u (t) el numero de ellos que todavia

estaban infectados en el momento ¢ . Si una fracciéon y +b de ellos abandona la clase infectada por
unidad de tiempo, entonces:

w=—(y+b)uyu(r) :u(O)ef(”b)’

Entonces, el promedio del periodo de infeccion es J.: e gy =1/ (7+b) .

La hipotesis de un numero promedio constante de contactos no se puede aplicar a todas las
enfermedades: podemos generalizar un poco poniendo un coeficiente de proporcionalidad £ que

depende de N .

Con la hipétesis 1, un individuo infectado se encuentra con un promedio de individuos ,B(S/N)

que probablemente se infecten por unidad de tiempo. Por lo tanto, hay en promedio

ﬂ(S/N)I =£S[ nuevos individuos infectados por unidad de tiempo. La Ultima hipotesis nos

permite omitir la ecuacion relativaa R yaque R = N —S — I . Finalmente obtenemos el sistema de
ecuaciones:

s=oN—bS—L st
N
r=Lsi—yr-pi
N

La grafica de una solucién de esta ecuacién diferencial con Maple da el siguiente grafico:

Infectados

Susceptibles s—

Nidmero de individuos

Tiempo

Figura9- N =100, B=1, b=0, y=0,5



Con estos parametros, la epidemia se establece, alcanza un maximo y se vuelve endémica en un
umbral mas bajo. Echemos un vistazo al comportamiento asintético de este sistema: ¢como esta
evolucionando la epidemia? El objetivo del siguiente parrafo es establecer un teorema sobre la
estabilidad asintética de un sistema auténomo.

3.2 Principio de estabilidad de Krasovskii-LaSalle

Consideramos un sistema auténomo, desconocido x: IR — R":
x=X (x) (3)

donde X :D —>R" es una funcién Lipschitziana local en una D abierta de R" que contiene 0
tal que X(O) =0.

Recordamos que un punto estacionario X, € D es un punto tal que X(xo) =0. Luego decimos
que es estable si existe € >0 y C, >0 tal que: para todo x € DﬂB(xo,g), la UGnica solucion es

t+> ¢,(x) de (3)a partir de x se defineen R™ y V¢>0,

) (x)—xOH <G, |lx—x,|| - Finaimente,
si x, es estable y ‘v’xeB(xo,g)ﬂD,limHmﬁ(x)=xo, decimos que x, es asintéticamente
estable.

Aqui, queremos estudiar el punto estacionario 0. Mostrar que 0 es estable o asintdéticamente estable
no es suficiente para nosotros: queremos informacion sobre el dominio de estabilidad de 0.

En toda esta parte, solo nos interesaran las soluciones de (3) definidas en [0,00[ .

Definicién 1. (Conjunto de limites) Sea x una solucion de la ecuacion (3). El conjunto limite

establecido I'" de x es el conjunto de puntos p €R” tal que existe una continuidad estrictamente
creciente (tn )neN que tiende a +oo tal que (x(tn ))neN converge hacia el punto p .

Nota: Este es un concepto introducido por G. D. Birkhoff (1884 - 1944). Intuitivamente, el conjunto
limite de una solucion x de (3) es el conjunto hacia el cual la trayectoria x tiende al infinito. Si x

tiende a p, su limite establecido sera {p} .

Si x es una solucidn delimitada y si I'" denota su conjunto de limites, entonces para cualquier

>0, existe un tiempo T tal que V> T,x(t) pertenece al & -vecindario de I'".

Definicion 2. (Conjunto positivamente invariante). Decimos que un conjunto G es positivamente
invariante si on € G, la trayectoria que pasa a través de X, esta contenida en G después de X, :

si x es la solucion de (3) satisfaciendo x(O) =X, , entonces V¢2=> O,X(t) eG.

Por ejemplo, cualquier trayectoria asociada con (3) es un conjunto positivamente invariable.



Si V:R" >R es continuamente diferenciable, denominaremos para x € R", dV_ el diferencial

deV enxy V(x) =dV, (X(x)) Por lo tanto, si x es una solucién de (3), entonces V(x(l))
es la derivada con respecto al tiempo de ¢ = V(x(t)).

Proposicion 2. Si x x es una solucién limitada en R", entonces su conjunto de limites I"" no esta
vacio, es compacto y positivamente invariante.

Prueba.

I'" no esta vacio segun el teorema de Bolzano Weierstrass. Notamos que I'" = ﬂrzo{x(t),t 2 Z'}
Es una interseccién de cerrado, por lo que esta cerrada. Como x esta limitado, ['* también esta
limitado. Finalmente, I'" es compacto.

Demostremos que I'* es positivamente invariante. Denominemos 7 > ¢T (y) el flupen yeR":
la solucion de (3) a  partr de y. Sea T,reR'. Por definicion,

@, ({x(t,)t > z’}) C{X(l),l > T+T}. Por la continuidad del flujo, deducimos que

@, ({x(t),t > T}) c {x(t),t > T-l-T} . Esto es cierto para todos 7, ¢, (F+)c I'vTeR" yI'*
es positivamente invariante.
Ahora mostraremos un teorema sobre el dominio de la estabilidad asintotica.

Teorema 5. (principio de estabilidad Krasovskii-LaSalle)
Sea DcR" un dominio positivamente estable. Sea J :IR" — R una funcién continuamente
diferenciable. Establecemos €2, = {x eD: V(x) < l} y R = {x eQ): V(x) = O}. Asumimos que
(), esta delimitado y que Vx € €2, :

1. V(x)>0 si x#0

2. V(x)<0

Denotamos por M el subconjunto mas grande de R, que es positivamente invariante. Entonces,
cualquier solucion x de (3) que comience desde Qz tiende a M en el infinito, es decir,

d(x(t),M) — 0 cuando ¢ tiende al infinito.

Prueba.

Sea x una solucién de (3) a partir de €2, . Comencemos mostrando que x permanece en €, . Por
lo absurdo, suponga que {t > O,x(t) & Q,} # (J . Tomemos entonces t, como el limite inferior de

este conjunto. Como V7> O,x(t) € D yaque D es positivamente estable, tenemos V(x(t)) =1



d ' , N
Como Vt <t0,x(t)eQ,,Z(C(x(t)))= V(x(t))SO segin la hipotesis 2. Por lo tanto,
t— V((t)) es decreciente en [O,IO]. Entonces V(x(t)) < V(x(O)) <[ . Es absurdo.

Por lo tanto, x permanece en Ql, que esta limitado por la hipotesis. Entonces x esta definido y

configurado en IR". En particular, se puede considerar I'* y su comportamiento hasta el infinito.

De lo anterior, V(x(t)) es decreciente en IR*. La hipdtesis 1 muestra que se reduce en 0.

Finalmente tiene un limite 0</ </. Por continuidad, se deduce que ‘v’per+,V(p):lo.

Entonces I'" < Q, y V=0 en ', luego I'" CQ/ﬁ{I}IO}:Rl.

Como x esta delimitada, la proposicién anterior muestra que I'" es positivamente invariante. Por
definicién de M , se deduce que I'" < M . Para concluir, supongamos por absurdo que x no tiende

a M en el infinito. Entonces existe ¢ >0 y una secuencia estrictamente creciente (tn )neN de
tiempo tal que Vn e N,d(x(tn),M) 2> & . Dado que (x(tn )) esta delimitado, uno puede, incluso

desde la extraccion, asumir que converge a una cierta z . Por definicion de I'",zeI'". Como

I' < M,d(z,M) =0. Ademas, al pasar al limite, obtenemos a’(z,M) > ¢. Es absurdo y

obtienes el resultado deseado.
3.3 Estudio asintético del modelo determinista.

Ahora podemos estudiar el comportamiento asintético del modelo SIR. Para esto, planteamos:
D={85>0,>0,S+I<N}.

Proposiciéon 3. Para todos (SO,IO)EZ_), para todos los f,, hay una unica solucién maxima del
sistema que satisface S (1,)=S, e 1(t,)=1,.

Prueba.

Simplemente aplique el teorema de Cauchy Lipschitz a la funcion:

X(S,1) =(bN—bS—£SI,§SI—(b+7)Ij

que es localmente Lipschitziana para obtener existencia y unicidad.

Proposicion 4. D es positivamente estable: ninguna trayectoria deja D . Las soluciones anteriores
se definen en [7,,| .

Prueba.



Sea (S,I) una trayectoria que esta en D, en el instante #,. Supongamos que existe , > ¢, tal
que S(z‘1 ),I(t1 )) ¢ D . Luego consideramos #, minimo: #, =inf {t >0: (S(t),[(t)) eED} .Como

(S(tl),l(l‘1 )) pertenece a la frontera de D tenemos tres casos:

1. Si S(tl):O, entonces S'(t1)=bN>O y S(z‘1 —8)<S(l‘l)=0 para &>0
suficientemente pequerio, lo que contradice el minimo de .

2. Si ](tl) =0, entonces (S,]) es la solucion del sistema S'=bN —bS e I =0, por unicidad
en el teorema anterior. Es absurdo ya que [(to) =0.

3. Si (I+S)(t1 ) = N, entonces (S+I)'(tl) = —}/I(tl)< 0 y concluimos como en el primer

caso.

Denominamos tH¢t(x) al flujo en x: la solucién Unica que comienza en x. Acabamos de
demostrar que ¢, (D) C D, V't. Por la continuidad del flujo, deducimos que V7,4, (5) —D.Porlo

tanto, cualquier solucion que comience desde 5 permanece en 5 y en particular esta delimitada:
se define en [0,00[.

Definimos la tasa de reproduccion basica 7R, como el nimero de individuos infectados por una

persona infecciosa colocada en una poblacién de individuos susceptibles. Consideramos que el
numero de individuos susceptibles es grande en comparacion con el nimero de individuos infectados
durante todo el periodo de infeccion del primer individuo enfermo. Esto equivale a considerar que el

numero de individuos susceptibles es constante durante este periodo igual a N . Nuestra persona
infecciosa infecta £ individuos por unidad de tiempo. Como su periodo de infeccion es 1/(7+b) ,

B

individuos =—.
b+y Y Ry b+y

el infecta a

Teorema 6. (Comportamiento asintético)

Sea (S(t),](t)) una trayectoria que comienza en D .

1. Si R, <1, entonces lim, (S(l),l(t)) = (N,O)
2. Si R, =1, entonces lim, (S(t),](t)) =(—,—[1——jNJ

Prueba.

Trataremos el caso R, >1 (cuando R, <1, podemos realizar una prueba similar). Introducimos la

notacion:



Es un punto estacionario que es bueno en D ya que 720 >1 y podemos demostrar facilmente que

es un punto de equilibrio estable (ver mas abajo en el recuadro la resolucion). La dificultad radica en
demostrar que D es un dominio de estabilidad. Utilizaremos el principio de invariancia Krasovskii -

LaSalle. Definimos:
S*(i—logij+l*(i—logi] si R, >1

S* S* I* I*
V(s.1)= g g
S*(F_logﬁj SiROZI

V' se define positivo en el conjunto D ya que Vx > 0,logx < x . Es continuamente diferenciable y:

o
os

S* oV I*
SI)=1-—y —(S8,])=1-—

(S0)=1="g v Fr(S:0)=1-7

Entonces podemos calcular I./(S,I):dVS,, (X(S,I)) donde X :R*> >R’ es la funcion de
verificacion (S',I') = X(S,I).

I}(S,I)=(1—%j(bN—bS—%S]j+[1—?j(%$]—y1—b[j

*
—oN-b5* P51 NS s B Lt (yav)i-Lrxs s (yrb)1
N S N N N

%* 2
s\ s+

Consideremos Q, = {(S,I) eD:V(S,1)< l} para [ > 0. D es positivamente estable de acuerdo

con la proposicién anterior. Qz estd delimitado porque D lo estd. De lo anterior,

V(S,1)eQ,,V(S,1)<0 y la igualdad I./(S,I) =0 tiene lugar en la recta S =S*.Sea M un
subconjunto de {(S,i)ISZS*} positivamente invariante y sea (S*,i)eM. Consideramos la
solucion (S,I) tal que (S(O),I(O)) = (S*,i) .Como Vit 2 O,S(t) = S*,S'(O) =(. Esto entonces
da i=17%*. El unico conjunto positivamente invariante de {(S,]) e, :V(S,I) =O} es, por lo
tanto, {(S*,[ *)} . Entonces podemos usar el teorema de estabilidad: VI > 0, cualquier trayectoria

resultante de €, tiende hacia (S*,I*). Como U,.,Q, =D, deducimos el resultado cuando

R, >1.



Traemos el punto estacionario de nuevo a 0 haciendo:
S=8*(1+U), I=I*(1+V)

El sistema se convierte en:

U':(b—ﬁl*jU—ﬁl*V—ﬁl*UV
N N N

V':ES*U+(£S*—(7/+Z)))V+£S*UV
N N N

Es un sistema lineal con una perturbacidn cuadratica. La matriz diferencial original es:

N N
Bgr Bgu
NS NS (y+b)

Entonces es suficiente verificar que sus valores propios tienen muchas partes reales

estrictamente negativas para demostrar la estabilidad de (S*,] *)

3.4 Aplicaciéon de vacunacion

Usando este modelo, podemos determinar la cantidad de personas que deberan ser vacunadas para
detener la epidemia. Se supone que la vacunacién es ideal y que un individuo vacunado se vuelve
completamente neutral frente a la enfermedad. Si se vacuna una fraccion p de la poblacion inicial,

S(O) se reemplaza por (l—p)S(O) y la tasa de reproduccién basica R, se convierte en
(l—p)R0 . Para evitar que la epidemia explote, (l—p)RO <1 debeser p>1-1/TR,.

Por ejemplo, para el sarampién, en las zonas rurales de algunos paises desarrollados, RO varia de
5.4 a 6.3 y requiere la vacunacion del 81.5% al 84.1% de la poblacion. Mientras que, en un entorno
urbano, ’RO varia de 8.3 a 13.0 y requiere la vacunacion de 88.0% a 92.3%. Es dificil detener por
completo una epidemia, ya que incluso si las vacunas son suficientes en ciertos paises desarrollados,
no estan en todas partes.

3.5 Modelo SIR con tratamiento

Mejoraremos el modelo SIR: tendremos en cuenta la presencia de un tratamiento. La forma mas
sencilla de modelar esto es considerar que los individuos tratados se vuelven neutrales frente a la
enfermedad (esto es en particular lo que hemos hecho previamente). Simplemente se reduce a
reducir el tamafio de la poblacién. Sin embargo, este modelo no tiene en cuenta el hecho de que un
tratamiento puede fallar. Consideraremos que el tratamiento reduce la infectividad de un individuo



por un factor de ¢ . También podriamos haber modelado este fenémeno dividiendo el grupo de
individuos tratados en dos.

Esta vez, la poblacién se divide en cuatro compartimentos: S,/,7 y R, donde T designa la clase

de individuos tratados. Suponemos que se selecciona una fraccion « por unidad de tiempo de
individuos infectados para ser tratados y que los individuos tratados se vuelven inmunes o fallecen
con una tasa 7. Finalmente, no tomaremos en cuenta los nacimientos y las muertes naturales.

Entonces obtenemos el sistema:
s=—L(1+67)
N

1'=£S([+5T)—(a+7/)1
T'=al —nT
R=yl+nT

Infeccién

() 3

Infeccion

a o
Proposicion 5. La tasa de reproduccion basica R, del modelo SITR es R, = i+——ﬂ
a+y a+yn

Prueba.
Para calcular 720 se considera que un individuo infectado se ha colocado en una poblacion de

susceptibilidad de tamafio N . RQ corresponde al numero de infecciones causadas por nuestro

individuo. Este individuo causa £ infecciones por unidad de tiempo y su periodo de infeccion es

1
. Ademas, una fraccién
a+y a+y

de individuos infectados es tratado. La contribucion de este

individuo debe entonces considerarse al pasar a la clase 7' . Como un individuo tratado infecta a of3
1

individuos por unidad de tiempo, y como el periodo de infeccién es —, esta contribucién es

n
a

—— . De esta manera obtenemos el resultado.
a+y n

El comportamiento asintético del modelo SITR esta determinado por el siguiente teorema:



Proposicion 6. S,/,7 y R tienen un limite cuando el tiempo ¢ va hasta el infinito. se denominan

respectivamente S,/ ,7 y R . Se tiene:

S(O)ZRON—SOO

S N

0

log , I.=1,=0,R =N-S§,

Parte de la poblacion escapa de la enfermedad: S, > 0.
Prueba.

S'(t) <0 para cualquier instante ¢,y S es positivo, por lo tanto, S tiene un limite. De manera
similar, S+I'<0 y S+1 tienen un limite, porlo que I = (S+I)—S también. Al igual que R>0

R también tiene un limite, y finalmente 7= N —S —1 — R también.

En el limite, R'=0. La ultima ecuacién del sistema da ¥/ _+nT =0 y como

y,n>0, I =T =0. Para concluir, integraremos las diferentes ecuaciones. Todas las integrales
que escribiremos son integrales de funciones positivas, por lo tanto, tienen un significado en

R, U {+oo} )
Integramos la primera ecuacion del sistema:
S(0

S—) =2 [ 1(e) o (o) i

0

log

Como T(O) =T =0, la siguiente ecuacion da:

af I(t)dt=n[ T(t)dr
Del mismo modo, la suma de las dos primeras ecuaciones da:
N-S, = (a+7)J:I(t)dt

Ahora solo combinamos estas tres ecuaciones y usamos el teorema anterior para obtener el
resultado. El hecho de que S, no es cero se deduce de esto.

3.6 Modelo SIR aleatorio

Ya hemos explicado la importancia del peligro en los modelos epidemiolégicos. Aqui expondremos
una version probabilistica del modelo SIR.

Al igual que en el modelo SIR determinista, dividimos a la poblacién en tres compartimentos:
individuos susceptibles S, infectados / e inmunes R . Al igual que el modelo SIS aleatorio
presentado anteriormente, solo nos interesan los valores de S,/ y R en un nimero discreto de
puntos y estos valores son enteros.



Como en el caso determinista, solo hay dos incognitas S e [/ ya que R=N-S-1. Aqui,

discretizamos el tiempo que ahora pertenece a {O,At,2A7,...} y denominaremos S(nAt =S,) e

I(nA,) = [, . Suponemos que podemos elegir At lo suficientemente pequefio como para que, en

es una cadena

)
n=0

un intervalo de tiempo A, , no haya a lo sumo un cambio de estado. {(Sn,ln )}

de Markov discreta, homogénea en el tiempo, cuya matriz de transicion es:

Py (8) =P((AS,A1) = (k. /)[(S,1,) = (5.1))

donde AS=S ,,—-S,y Al =1 ,—1, . Tenemos:

Pis/ NA, (k,j)=(-L1)
i, (k.j)=(0.-1)
bil, (k,7)=(L-1)
Pooafiswan) (&) b(N—s—i)A, (£.j)=(10)
1-pis/ NA, ~[ yi+b(N-s)]A,  (k,j)=(0,0)

0 sino

Elegimos A, lo suficientemente pequefio como para que todas estas cantidades estén entre O y 1:

la matriz asociada es entonces estocastica. Aqui hay una simulacién realizada con Matlab del
proceso asi definido:

Numero de infectados

0 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Namero de pasos

Figura 10 - N =100, =1, b=0, y=0.5, A, =0.01, R, =2

El estado (N,O) es absorbente y todos los demas estados son transitorios. Ademas {(Sn,[n)}ooio

es una cadena de Markov recurrente positiva aperiddica. Podemos deducir:

lim(S,,1,)=(N,0) casi seguro

Podemos comparar este resultado con el teorema analogo en el caso determinista. R, sigue siendo
un parametro determinante en el modelo aleatorio, como hemos demostrado para el modelo SIS
aleatorio: el tiempo que tarda la cadena de Markov en volver al estado (N,O) depende en gran

medida de R, .



A continuacion, realizamos una simulacién probabilistica y una grafica del modelo determinista con
los mismos parametros. Observamos que:

» Podemos ver en las dos simulaciones realizadas (arriba y abajo) que cuando R, =2, el

proceso parece alcanzar el estado (N,O) mas rapido que cuando RO =6.

e Los dos modelos (determinista y probabilistico) generalmente tienen un comportamiento
similar.

Podemos observar que, en el caso determinista, el nimero de individuos infectados se estabiliza
alrededor de ¢=8. En el caso aleatorio, parece estabilizarse alrededor de

t = nimero de pasos*A, =10.
Los 6rdenes de magnitud se corresponden.

Infectados

susceptibles s

Numero de individuos
Numero de infectados

100C 1500 200¢

Numero de pasos

Tiempo

Modelo determinista (a) Modelo probabilistico (b)
Figura11- N =100, =3, b=0.2, y=0.3, A, =0.01, R, =6

4.- Modelo SIR con dos niveles de mezclas.

Aqui vamos a presentar un modelo mas complejo y mas realista llamado a dos niveles de mezcla.
El objetivo es modelar el inicio de una epidemia en una poblacién estructurada.

4.1 Introduccion del modelo.

Inicialmente, la poblacién estudiada consiste en un individuo infectado x . La poblacién es grande y
esta dividida, ademas de los compartimentos SIR, en familias pequefias, todas de tamafio 7, , en

las cuales la epidemia se propagara mas rapidamente después de fuertes interacciones. Precisemos
estas interacciones. Tomemos un individuo y infectado en una familia en la que al menos un

individuo ya ha sido infectado. Entonces, al denominar que z es el primer individuo infectado en
esta familia, suponemos que la infeccion de y proviene de la propagacion de la epidemia local

resultante de z .
Por lo tanto, se distinguen dos tipos de infecciones:

1. Infecciones globales entre individuos de dos familias diferentes.

2. Infecciones locales entre individuos de la misma familia.
Todos los resultados utilizados para describir la evolucion de una epidemia obtenida en las secciones
anteriores involucraron el parametro R, . Sin embargo, este parametro es mas dificil de introducir

en este nuevo modelo: un individuo infectado dentro de una familia puede, por ejemplo, contaminar
al resto de la familia sin que la enfermedad se propague a otras familias. Por lo tanto, las



interacciones globales juegan un papel fundamental y el estudio del niUmero promedio de individuos
infectados en una poblacién de individuos susceptibles por parte de una persona infecciosa ya no es
suficiente.

Dado el pequeiio tamafio de las familias, nuestro modelado sera naturalmente probabilistico. Luego
definiremos 720 de una manera mas relevante usando un proceso de ramificacion y veremos cémo

calcularlo.

4.2 Definicion del pardmetro R,

* Para definir el parametro 720 , €s necesario observar la evolucién espacial de la epidemia en este
modelo estructurado. Luego, naturalmente, presentamos un grafico epidémico y una nocién de
generacioén espacial de la siguiente manera:

Definicién 3. (Grafico epidémico)

Cada vez que se lleva a cabo un proceso SIR, asociamos un grafico orientado cuyos vértices son
los individuos de la poblacion y los bordes se definen de la siguiente manera: si un individuo ) entra

en contacto con un individuo infectado x durante su periodo de infeccién, agregamos una parada
que apuntade x a y.

Individuo

:= Contacto local
Contacto global

~
/

Familia Poblacién

Definicién 4. (Generacién espacial)
Asociamos una generacién con cada individuo infectado durante la epidemia:

1. Elindividuo infectado inicial, x, corresponde a la generacion 0.
2. Unindividuo infectado y durante la epidemia, y # x es de la generacion 7, donde n es

la longitud del camino mas pequerio en el grafico epidémico desde x yllegaa y .

Tenemos que tener cuidado de que la numeraciéon de generaciones no tenga nada que ver con el
curso temporal de la enfermedad. En la figura a continuacion, representamos los contactos dentro
de la misma familia:



Figura 12 - Ejemplo de conteo bueno (izquierda) y conteo malo (derecha). La numeracion de la
derecha usa la fecha en que tuvo lugar el contacto (arriba de las flechas) y x:0 significa que x
individual pertenece a la generacion 0 .

Observamos que para todo #n >0, X, es el nimero de individuos de la generacion 7 y luego

estudiamos la evolucion de la epidemia a través de (Xn )

Nota: 7 ya no se refiere aqui a un concepto temporal, sino a uno espacial.

* Hagamos algunos recordatorios sobre el proceso de conexion Galton-Watson mientras los
relacionamos brevemente con las epidemias.

Estamos interesados en individuos que se reproducen (en nuestro caso, la reproduccion es la
infeccion). La poblacion inicial se llama generacion 0 . Sus hijos corresponden a la generacion 1 y
las siguientes generaciones también se definen de la misma forma. Luego observamos los tamafios
sucesivos de las generaciones Z,...,Z vy se hacen las siguientes hipétesis:

Cuando se conoce Z , laley que rige a las generaciones futuras no depende del pasado.
2. Los individuos de la misma generacion no interfieren entre si, hay independencia en el
numero de descendientes de cada uno.

Sea w1 una probabilidad sobre N . g modela el nimero de descendientes de un individuo. Dada

una matriz infinita de variables aleatorias independientes de la ley ,u,(Xn,j) N definimos el

(n.j)e
proceso de la ley de reproduccion Galton-Watson u de la siguiente manera:

Z,=1
V4

al = .J

ZI1
%

Observe que el caso donde ,u(l) =1 es de poco interés ya que en este caso casi seguramente

todas las generaciones estaran formadas por un solo individuo.



N
(@) O (@) O Zi=6

Figura 13 - Proceso de Galton-Watson

La pregunta central en el centro del proceso de Galton-Watson es entonces: 4 cual es la probabilidad
de que la especie se extinga? O, en nuestro contexto, ¢ cual es la probabilidad de que la poblacion
se libere de la epidemia? El siguiente teorema responde a esta pregunta.

Teorema 7. (Evolucién de un proceso de Galton-Watson)

Suponiendo que ,u(l) <1 y observando la probabilidad de extincion p, :IP’(EIn > 1|Zn = O) asi

como m = E[u] m = E [u], se destacan dos casos:

1. Si m>1, entonces p, <1

2. Sim<1,entonces p, =1

El parametro fundamental que describe la evolucién de este proceso es, por lo tanto, m = E[u] ,

que es la expectativa del numero de descendientes de un individuo. Este parametro, por lo tanto,
juega un papel analogo al de 720 .

* Volviendo a nuestro modelo, la relacion X, /Xn es la que nos permitird adaptar la definicién de
720 : este representa la evolucion de la epidemia en la poblacién general. De hecho, si XM /Xn se
vuelve pequefio, incluso cero para cierta p , entonces podemos considerar que la epidemia se habra
extendido solo dentro de un radio de dimensién p . Porotro lado, si X /Xn se vuelve muy grande,

entonces los individuos de la generacion espacial n se ven afectados y ademas hay muchos
individuos.

Proposicion 7. Sea (Zn) un proceso de Galton-Watson de ley . Observemos que m = E[,u]

entonces, hay una variable aleatoria /¥ que se puede integrar de manera que:

Z
~—>W ps

mn n—>0

Prueba. Denominamos por .7:” a la filtracién asociada con el proceso Zn. Entonces tenemos para

n=0:



:ZXE[Xn,k|ﬁ] (Z, es F, medible)
k=1
[

= ZE X, k] (independencia)

Deducimos que (Zn /m”) es una martingala positiva, por lo tanto, casi seguramente converge a

neN

una variable aleatoria integrable W .
Por lo tanto, bajo la aproximacién mediante un proceso de ramificacion, Xﬂ+1 /Xn casi seguramente

)}
tiende hacia m como XnA . Por lo tanto, es tentador definir R, como este limite, cuando existe. Sin

embargo, en la practica, es dificil de usar y eventualmente adoptaremos la siguiente definicién en el
resto de este documento:

Ry =lim >E[X,]”

n—>+x0

4.3 Un método para calcular 720

Ahora buscaremos encontrar un método para calcular un R, mas explicito que la expresion

R, =lim >E[X,]".

n—>+x0

Gracias a la suposicion hecha sobre la propagacién de la epidemia en la introduccién del modelo,
podemos definir:

Definicion 5. (Generacion local)

Sea y un individuo. Su generacion local se define como la distancia, en el grafico de epidemia
familiar, desde el primer individuo infectado z dentro de él.

A continuacion, llamaremos y a la generacion global de un individuo y a su generacion espacial
definida en la seccién anterior. Veamos el ejemplo de un grafico de epidemia con las generaciones
locales y globales especificadas.

Figura 14 - Ejemplo de un grafico de epidemia. Los enteros
n,i en los circulos corresponden a la generacion global n
y local i de un individuo.

O Indwiduo

— Contacto local
= Contacto global



Introducimos las siguientes notaciones:

1. X,;,neN,0<i<n, —1 es el nimero de individuos infectados en la generacion global n
y en la generacion local i .

2. x,, = ]E;[Xn,i]

3. U WG es la expectativa del numero de infecciones generales causadas por un individuo

infectado en el proceso de ramificacion.
4. M,O <i<n, —1 es la expectativa del nimero de individuos infectados en la generacién

local i de una familia en la cual la epidemia comenzo6 con un individuo infectado.

Mg Y M; son especificos para el modelado de contactos globales y locales. Mostraremos que X,

puede expresarse como una funcién de x,_, ;.

Lema 3. Las expectativas de los nimeros de infectados verifican:

X = O v0<i<n, -1
ny -1
xn,O = IuG Zi:O xnfl,i Vn20
X,; = X, o Vn=0,Vl<i<n, -1

donde O es el simbolo de Kronecker?.
Prueba.

La primera generacion global incluye solo al individuo inicialmente infectado. Como este individuo
también esta en la generacion local 0, obtenemos la primera linea del sistema.

Las infecciones de un individuo de la generacién global n y de la generacion local 0 son globales y

. . e v G ,
son causadas por individuos de la generacion global n—1. Denotamos por Y el numero de

n,ik
infecciones globales causadas por el k -ésimo individuo de la 7 -ésima generacién global y la i -
ésima generacion local. Dado que solo estamos modelando el comienzo de la epidemia, todavia nos
estamos aproximando a un numero insignificante de individuos infectados en comparacion con el
tamario de la poblacion. Por lo tanto, consideramos que las infecciones globales causadas por el k
-ésimo individuo son diferentes de las causadas por k" -ésimo, si k # k" . Entonces tenemos:

Ny -1 an],i

_ G
Xoo= 2 2 Vi
i=0 k=l

Ademas, los Y,',,, 1<k <X,

n—1,i?

son independientes de X, |, en nuestro proceso de ramificacion.

Por definicion, tenemos 1, = ]EI:Y,le.’k]. Entonces obtenemos:

8 En teoria de numeros, el simbolo de Kronecker, es una generalizacion del simbolo de Jacobi para todos los nimeros enteros
n. Fue introducido en 1885 por Leopold Kronecker.



%0 =B[X,,|=B[ B[ x,,|x, ,,0<i<n, -1]]

1z -1 Xn—l,i

=E| ). >, ]E[Yﬁl,i,k ‘Xn_l’i,O <i<n, —1} por independencia
i—0 k=l
ny -1
=E| 1 Z Xn—l,i

i=0
ny—1

= /uG z ‘xn—l,i

i=0
La cual es la segunda ecuacion esperada.

Sea 1<i< ny, —1. En nuestra aproximacion, las infecciones de un individuo de generacion local son

solo locales ya que i # 0 : provienen de los primeros infectados en la familia. Entonces, de la misma
manera que antes, tenemos:

anz,O
_ H
Xn,i - z Yn—i,i,k
k=1

donde Y., representa el numero de infecciones locales en la familia k -ésima causadas por un
. . I . . . H .

primer individuo infectado de la generacién global n.Los Y. .,,1<k <X ., sondelamisma ley,

de expectativa 1, e independientes de X, ., Luego llevamos a cabo el mismo razonamiento que

el anterior, comenzando por el condicionamiento de X, , , para encontrar la Gltima ecuacion.

ny -1 , , , ,
Ahora observamos que X, = E :O Xx,;, es la expectativa de la cantidad de infecciones en la
y , (n) _ , : .
generacion global 7 . Introducimos el vector X =| X,, X, ;,*:*,X,_, ., ) que satisface la propiedad:

Lema 4. Con la convencién x,, =0,Vn <0,V0<i<n, —1, tenemos la relacion de recurrencia:

Mgty 10 -0
Moty 0 1 0
Vn e N*, x" = x(”fl)AnH donde 4, = : -
Hot,, > 0 0 1
Mgt 0 0 0

Prueba.

La segunda ecuacion del Lema 1 se reescribe: x,,=u,x,,. La dUltima ecuacion da

X, = M pgX, ., V1<i<n, —1.Luego sumamos sobre i y obtenemos:



ny =1
xn = xn,O + z xn,i
i=1

ny—1

= /’lGxn—l + z /uGlui'xn—i—l
i=1

ny -1

= D HgHX, ., porque i, =1
i=1

que, expresado en forma de matriz, da el resultado anunciado.

Antes de establecer el siguiente teorema, deseamos recordar un Perron-Frobenius®. Si 4 es una
matriz de M, (]R) denominaremos 4 > 0 si todos los coeficientes de 4 son positivosy si 4 no

es cero y denotaremos A4 >> (0 si todos los coeficientes de 4 son estrictamente positivos.
Teorema 8. Sea 4 € M, (]R) Suponemos que 4 >0 y que existe p € N talque 4” > 0.

Entonces:

1. Existe un unico valor propio 20 de A, real, estrictamente positivo, de modo que para
A< 4.

2. El espacio apropiado asociado con ﬂo es de dimension 1.

cualquier valor propio A de A,

3. Existe una matriz P>> 0 tal que lim, (%"A" ) =P.

Ahora podemos demostrar el teorema principal de esta seccioén:

Teorema 9. 720 es el mayor valor propio de la matriz:

Moty 1 0 -0
Hgry, 01 0

4, =
HoH, > 0 0 1
Mgt 0 0 -0

Prueba.

Dado que 4, y u; son positivas, tenemos AnH > 0. Ademas, podemos mostrar por recurrencia que
Vi<p<n,, las primeras lineas p de la matriz An” estan compuestas de coeficientes
estrictamente positivos. Por lo tanto, A,'f;’ > (0 y podemos aplicar el resultado recordado

anteriormente: observemos que 2.0 es el mayor valor propio de AnH y P la matriz del teorema.

9 El teorema de Perron-Frobenius nos asegura que el auto vector que buscabamos existe, y ademas es, en modulo, el mayor
de todos los posibles de la matriz que modeliza a la red, sélo hay un pequefio problema, hace falta que la matriz que modelice
nuestra red sea irreducible.



Denominemos por ¢ a la matriz de columnas (1 o ... ())t para que X, = x"c . Del Lema 2,

1
x, =xY4" ¢,Vn e N. Deducimos que xn% =1, (X(O)%”A:HC)A :

n Ny

Como X(O)%nAZHC—)X(O)PC, es real y estrictamente positivo porque P >>0, obtenemos
n—>0

1 1
xn% —> A, . Pero, por definicion, R, es el limite de (xﬁ) . Entonces R, =4, .
n—o neN*

Finalmente, podemos calcular 730 usando el siguiente corolario. Hemos reducido el problema de

calcular 720 al problema de ubicar el cero de una funcién monoténica.

Corolario 1. R, es la Unica raiz positiva de:

ny -1

Mo
A)=1-Y Leth
g”H( ) pars ﬂu—l

Prueba.
Sea XHH el polinomio caracteristico de la matriz AnH . Al desarrollar el determinante con respecto a
la Ultima linea, obtenemos la relacion de recurrencia:

X, ()=, (D) +()" o,

ny ny

i=0

Luego obtenemos por induccién: &, (ﬂ,):(—l)"” {/1"” —Z,uG,ul.ﬂ"”_l_’}. Segun el teorema

anterior, R, >0 eslaraizde X, , porlotanto, eslaraizde g, (A)=(-1)" Ax, ().

Dado que g, es estrictamente mondtono, g, se cancela como maximo una vez y se obtiene el

resultado.
5. Conclusion

Modelar la propagacién de una epidemia, ya sea determinista o probabilistica, revela un parametro
umbral: 720 En un modelo como en el otro, permite distinguir el caso en el que la epidemia se

extendera del caso en que la epidemia terminara. Sin embargo, en modelos mas realistas, teniendo
en cuenta la complejidad de las interacciones entre individuos, las definiciones ingenuas de este
parametro ya no son suficientes y, por lo tanto, debemos pensar en una forma mas relevante de
introducirlo. Esto es parte de la dificultad de determinar las hipétesis de un modelo. Algunos se
adaptaran mas o menos a ciertas situaciones: en nuestro estudio, es necesario ubicarnos en un
contexto probabilistico para estudiar poblaciones de tamafos pequefos.



Referencias

A. Korobeinikov and G. C. Wake, Lyapounov functions and global stability for SIR, SIRS and SIS epidemiological models,
Applied Mathematics Letters, 15 (2002).

A.M. Lyapunov, The General Problem of the Stability of Motion, Taylor and Francis, London (1992)
B.-S. Goh, Management and Analysis of Biological Populations Elsevier Science, Amsterdam (1980)
F. Brauer, P. van den Driessche and J. Wu, Mathematical Epidemiology, Lectures notes in Mathematics, Springer (2008).

H. Guo, M.Y. Li Global dynamics of a staged progression model for infectious diseases Math. Biosci. Eng., 3 (2006), pp.
513-525

J. LaSalle et S. Lefschetz, Stability by Liapunov’s Direct Method, Academic Press, New York (1961), 56-59.

J. Mena-Lorca, H.W. Hethcote Dynamic models of infectious diseases as regulator of population sizes J. Math. Biol., 30
(1992), pp. 693-716

Karlin and H.M. Taylor, A First Course in Stochastic Processes, (second ed.) Academic Press, New York (1975), 519-530.

L. Pellis, F. Balle and P. Trapman, Reproduction numbers for epidemic models with households and other structures.,
Mathematical Biosciences, 13 (2012)

M.J. Keeling, P. Rohani Modeling Infectious Diseases in Humans and Animals Princeton University Press, Princeton, New
Jersey (2008)

P. Georgescu, Y.-H. Hsieh  Global stability for a virus dynamics model with nonlinear incidence of infection and removal
SIAM J. Appl. Math., 67 (20086), pp. 337-353

S. Busenberg, K. Cooke Vertically Transmitted Diseases: Models and Dynamics  Springer-Verlag, Berlin (1993)

Y. Takeuchi, Global Dynamical Properties of Lotka—\Volterra Systems World Scientific, Singapore (1996)



